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INTRODUCTION.

La théorie générale, non seulement des équations différentielles, mais
encore des problémes de toute espéce auxquels 1'Analyse moderne a donné
naissance, a été fondée par le théoréme de Cauchy sur I'existence des
intégrales d’une équation différentielle quelconque.

Cauchy lui-méme et ses successeurs ont généralisé ce résultat de diverses
maniéres : ils sont ainsi parvenus a définir les solutions cherchées et i les
étudier localement, c'est-a-dire dans une région suffisamment restreinte
entourant un point donné (ordinaire ou méme singulier). Mais on se
rend compte aujourd’hui de la dislance qui existe entre une pareille étude
et la connaissance compléte de la solution; I'une des préoccupations prin-
cipales des géométres de notre époque est de sortir du domaine a la con-
sidération duquel les méthodes anciennes étaient ainsi forcément limitées.

Celte préoccupation a éLé la mienne, quoiqu’elle m’ait amené, de proche
en proche, & certains lravaux n’ayant plus avec elle aucun rapport direct.
J'al été conduit & y répondre dans deux sens trés différents I'un de I'autre.

Les principaux sujets auxquels ont été consacrées mes publications scien-
tifiques sont en effet les suivants :

Etude d’une fonction définie par une série de Taylor;

Propriétes des fonctions entieres ;

Fonction {(s) de Riemann et fonctions analogues;

H, 0
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Equations différentielles réelles ;

Equations aux deéricées partielles, au point de vue de la Physique mathéma-
tique.

Les trois premiers forment un seul et méme groupe de recherches, déri-
vant de I'étude de la série de Taylor et des fonctions de variables com-
plexes; les deux derniers se rapportent, au contraire, exclusivement au
domaine réel.

La série de Taylor a été 'instrument universel a 'aide duquel ont été
résolus les problémes les plus importants du Caleul intégral, au point de
vue restreint dont nous avons parlé tout & 'heure. Réduites & ce qu’elles
ont de plus frappant et de plus essentiel, les conclusions des recherches
qui ont été entreprises a ce point de vue peuvent s’énoncer ainsi :

Tout probléme de Caleul intégral dont les données sont analytiques admet

une solution représentable, dans un domaine convenablement choist, par une
série de Taylor.

Si donc on s'astreint & considérer exclusivement des fonctions analy-
tiques, — et ce point de vue, Lout en ayanl cessé, a juste Litre, d'étre consi-
déré comme le seul auquel on doive se placer, conserve et conservera,
sans doute, toujours une importance primordiale, — on peut dire que per-
fectionner I'étude de la série de Taylor, c’est perfectionner du méme counp
I'Analyse enti¢re.

Si la connaissance d’une série entiére était adéquate a la connaissance
parfaite de la fonction f qu’elle représente, les problémes dont j'ai parlé
en commengant devraient étre considérés comme résolus en principe. 11
semble au premier abord qu’il pourrait en étre ainsi, puisque la fonction /
est complétement déterminée par un quelconque de ses développements
de Taylor. Ce n’est pas, cependant, ce qui a lieu dans I'état actuel de la
Science. Une série de Taylor, précisément en raison de sa grande géné-
ralité, ne donne de la fonction correspondante qu’une idée trés incompléte.

L'importance d’une telle lacune résalte de ce que nous venons de dire.
Le probleme qui se pose est de la combler en apprenant, d’une part, i cal-
culerla fonction / dans tout son domaine d’existence (et non plus seulement
dans le cercle de convergence de la série ), antrement dit 4 en effectuer le
prolongement analytique; d’aulre part, & en reconnaitre les propriélés.
Ce double probleme est, dailleurs, indissolublement li¢ 4 la recherche
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des points singuliers de f, puisque ceux-ci constiluent, au point de vue de
la théorie moderne des fonctions, la plus importante des propriétés de f,
et que, d'autre part, leur connaissance est indispensable au prolongement
analylique, ce prolongement devant nécessairement les éviter.

Lorsque je publiai (1888-1889) mes deux premiéres Notes au sujet du
probléme ainsi posé, on peut dire qu'il n’avait pas été abordé par les
analystes. Un seul travail fait exception ('): c’est une courle Note de
M. Lecornu ( Compies rendus, t. C1V, 7 février 1887 ), ol 'autenr énonce,
sur la position du point singulier le plus rapproché de I'origine, un résultat
que rend vraisemblable 'examen des cas les plus élémentaires (*). M. Le-
cornu n'était pas arrivé & démontrer ce résultat : il n’aurait d’ailleurs pu
le faire sans insister davantage sur la facon dont il fallait entendre 'énoncé;
car, 4 un cerlain point de vue, le théoréme ne serait pas exact (voir plus
loin, Chap. I*"). Au conlraire, I'exactitude de la proposition, convenable-
ment précisée, a été établie, mais beaucoup plus tard (1896), grice aux
travaux de M. Fabry.

I’état de la question n’avait pas changé en 1892, moment ol mes
recherches aboutirent @ la publication de ma Thése.

Il semblait, a cette époque, que ce genre de recherches ne devait pas
étre abordé : que les tentatives faites dans cette voie ne pouvaient aboutir,
au prix de longs efforts, qu’a des résullats pen étendus et de forme extré-
mement compliquée. Je ne me dissimulais pas la valeur de ces objections;
mais j'ai pensé (et I'événement a justifié cette maniére de voir) que s’y
arréler serail méconnaitre l'importance de la série de Taylor, au point de
vue qui a été expliqué plus haut : importance tellement fondamentale que
nul résultat acquis sur ce point, si restreint ou si compliqué qu’il puisse
paraitre, ne doit tre négligé.

En réalité, les énoncés obtenus dans les travaux qui se sont succédé

(') Dans les importants Mémoires qu'il a publiés dés 1886 (et qui, malgré cela,
n'ont é1é connus, en général, qu'assez récemment, en raison du peu de diffusion du
Recueil dans lequel la plupart d’entre eux avaient paru), M. Lerch ne s'est pas placé
au point de vue dont nous parlons : il s'est efforcé d’obtenir des développements de
Taylor faisant apparaitre d'une maniére simple les propriétés qu'il avait en vue, et
non de retrouver ces mémes propriétés sur des développements non écrits exprés pour
les mettre en évidence. :

(*) Encequiregarde ces cas élémentaires, le résultal en question avail éLé noté par
M. Keenig et se trouvait, d'autre part, implicitement contenu dans le Mémoire de
M. Darboux : Sur l'approximation des fonctions de grands nombres.
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sur cette question ont été beaucoup plus satisfaisants qu'on ne pouvait
I'espérer au premier abord (').

Ainsi que je I'ai expliqué ailleurs (7) (*), il était, pour ainsi dire, fatal
que le probléeme dont nous parlons fit abordé par deux classes de mé-
thodes enti¢rement indépendantes I'une de I'autre. Cette dualité est une
conséquence de la difficulté méme de la question, de la trop grande
généralité d’'une fonction définie par un développement de Taylor tout &
fait quelconque : généralité beaucoup plus étendue qu’il ne serail utile
pour les applications et embrassant des cas extrémement compliqués qui
ne se rencontreront sans doute jamais dans la pratique. Malheureusement,
si 'on essaye d’éliminer ces complications en considérant exclusivement
des singularités de nature déterminée, on ne peut le faire, du moins
actuellement, sans dépasser le but, sans exclure du raisonnement des
catégories élendues de fonctions dont I'étude s’impose & I'Analyse. Si, au
contraire, on laisse au probléme toute sa généralité, on se trouve en pré-
sence de difficultés telles qu’elles ne pourront sans doule jamais étre
vaincues d'une maniére entiérement satisfaisante.

Mon Travail de 1892 comprend des méthodes appartenant a I'une et &
I'autre de ces deux catégories. Dans la premiére Partie, rien n’est supposé
a priori sur la nature des singularités cherchées. Je montre comment, &
lui seul, un traitement convenable des formules qui donnent les coefficients
de f(z + &) en fonclion de ceux de /(x) permet souvent de démountrer
I'existence de points singuliers sur le cercle de convergence; comment
méme, de cetle fagon, on obtient une foule de cas dans lesquels on peut
affirmer que le cercle de convergence est une ligne singuli¢re.

On sait que cette derniére circonstance avait depuis longtemps préoc-
cupé les mathématiciens. Elle avait élé regardée comme un fait remar-
quable et exceptionnel. La découverte de fonctions possédant cette pro-
priété avait colté a des géometres tels que Weierstrass et M. Darboux les
plus grands efforts. D'assez nombreux exemples avaient Loutefois été for-

(') II arrive, d'ailleurs, que la complication des résultats diminue notablement
lorsqu’on passe aux applications. C'est ainsi que la recherche des poles d'une série de
Taylor dépend de déterminants d'ordre élevé, formés a I'aide des coelficients. Lors-
qu'on cherche, par ce moyen, & résoudre une équation, on constate que le caleul de
ces délerminants n'est pas plus malaisé que celui des coefficients eux-mémes,

(*) Leschiffres entre parenthéses renvoient aux indications bibliographiques placées
en téte des Chapitres,
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més précisément, dans la plupart des cas, a l'aide de séries de Maclaurin.
Dans ces divers exemples, 'existence de la coupure circulaire paraissait
découler de propriétés toutes particuliéres de la fonction étudiée : c'était
soit 'allure de cette fonction le long de la ligne singuliére ( Weierstrass,
Darboux), soit son allure dans le voisinage de cette ligne (Lerch), soit
encore une équation différentielle ou fonctionnelle vérifiée par celtte fonc-
tion (Lerch, Méray, Fredholm) qui fournissait la conclusion demandée,

Yai pu établir, pour la plupart de ces fonclions, dés 1892, que I'exis-
tence de la singularité en question était due & une cause unique et bien
simple : la rareté de plus en plus grande des termes. Sans arriver, a cet
égard, 4 un théoréme aussi général que celui que j'avais en vue ('), j'ai
montré que la coupure se présentait forcément dés que les termes de la
série, au lieu de contenir toutes les puissances successives de la variable,
étaient affectés d’exposants ¢,, ¢,, ..., €4, ..., de plus en plus éloignés les uns
des autres, les différences ¢, — ¢, augmentant avec une rapidité suffisante.

Auparavant, j'avais oblenu la méme conclusion pour des cas d’une na-
ture toute différente, puisqu’il s'agissait, cette fois, de séries dans lesquelles
toutes les puissances de la variable peuvent étre représentées, mais dans
lesquelles les termes se partagent en différents groupes, entremélés sui-
vant une loi quelconque, et qui fournissent, indépendamment les uns des
autres, les différents points singuliers.

La remarque qui m’avait servi a obtenir la plupart de ces résullats est, en
effet, la suivante : dans les séries auxiliaires & la discussion desquelles con-
duit la question posée, on peul se borner a considérer certains groupes
composés chacun d’'un nombre fini de termes. La fécondité de ce principe
a ¢lé prouvée par les importants résultats qui en ont été déduits dans les
travaux qui ont suivi le mien : c’est lui qui est & la base d’'une partie des
ratsonnements de M. Borel et de la plupart de ceux de MM. Fabry et Leau.
On sait, en particulier, que son emploi conduit a considérer le cas on le

cercle de convergence est une coupure comme la régle et non plus comme
I'exception.

(') La proposition obtenue dans ma Thése s'appliquait & tous les exemples qui
viennent d'¢tre rappelés, sauf celui de M. Fredholm. M. Borel, i qui j'avais fait part
de mon sentiment relativement 4 la nécessité de généraliser celte proposition, a pu,
par des méthodes toutes différentes (18g6), lui donner une premiére extension qui
embrassait la série de M, Fredholm. Le théoréme fut peu aprés obtenu dans toute
sa généralité par M, Fabry, perfectionnant, & cet eflet, d’'une maniére extrémement
habile la méthode indiquée dans ma Thése.

Notice sur les travaux scientifiques - page 7 sur 61


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x01&p=7

2RI Sante

Y, B

Dans les deux derniéres parties de mon travail, je passe, au contraire, &
la recherche de singularités de nature déterminée en commencant par le
cas le plus simple, mais aussi le plus fréquent dans beaucoup d'applications,
celui des singularités polaires. -

Dans ce cas la question regoit une solution compléte. On peut suivre la
fonction dans tout le plan, en calculer la valeur et trouver les affixes des

“différents poles.

Aussi, quelque particulier que I'on puisse le juger, ce cas mérite-t-il de
retenir attention. En fait, son étude a déja conduit & un grand nombre
de conséquences utiles. Pour n'en ciler qu'une, les résultats obtenus
donnent la résolution de toute équation algébrique on transcendante dont
le premier membre est une fonction réguliére, et cela par des formules qui
(au point de vue théorique bien entendu) sont plus simples qu’on ne pou-
vait I'espérer et devaient me permettre d’étudier avec une extréme facilité
la distribution des racines de I'équalion qui ont un module élevé.

Dauns la derniére Partie, je reviens aux points singuliers sitnés sur la
circonférence du cercle de convergence, pour les étudier en les classant
d’aprés lear nature. L'étude a laquelle on est ainsi conduit est assez minu-
tieuse, mais deux résultats se dégagent Lrés simplement.

En premier lieu, moyennant une hypothése tovjours vérifice dans les
cas usuels, on peut former une série de polynomes qui converge vers la
valeur de la fonction, non seulement a I'intérieur du cercle, mais en tout
point non singulier de sa circonférence. Cette série est celle qui résulterait
d'une suite d’opérations considérée par MM. Frobenius et Holder, Ces
savants avaient constaté que, si leur algorithme convergeait, il conver-
geait vers la valeur de la fonction, la convergence ne pouvant d’ailleurs
avoir lieu que si les coefficients vérifiaient 'hypothése i laquelle je faisais
allusion lout a I'heure, Mais leurs méthodes ne leur permettaient nulle-
ment de dire si ces conditions étaient suffisantes pour qu'il y eit conver-
gence et en quels points celte convergence avait lieu. Je donnais donc
le premier exemple d’une série de polynomes déduite directement du
développement de Maclaurin el convergente d’'une part en tous les points
ot ce dernier est valable, d’autre part (du moins daus des cas trés géné-
raux) en une infinité de points ot il est en défaut.

Secondement, I'introduction d’une certaine intégrale définie permet de
trouver, d'une infinité de maniéres, une suite de nombres par lesquels on
peut multiplier les coefflicients successifs sans changer les singularités de
la série.
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Ce résultat est d’une simplicité inattendue, étant donnée la nature de la
question. Mais, en méme temps, il marque sur les précédents (ceux qui
concernent les poles exceptés) un progrés dont I'importance est évidente :
il s’étend, en effet, non seulement a la circonférence de convergence,
mais a tout le plan.

A partir de la publication de ma Thése, I'attention des géométres s'est
portée sur ce sujet. Grace aux travaux de MM. Borel, Fabry, Leau, Lin-
delof, et a la découverte de M. Mittag-Leffler, cette théorie, qui n'existait
pas en 1892, forme aujourd’hui un chapitre assez important de la Théorie
des fonctions, celui de tons (avec la théorie des fonctions entiéres dont il
va étre question plus loin) qui, dans ces derniéres années, a acquis a la
Science le plus grand nombre de résultats. Une trés grande partie de cenx-ci
ont d'ailleurs été oblenus par le développement des méthodes mémes que
j’avais indiquées.

Je n’ai pas perdu de vue, dansla suite, celte catégorie de questions, et,
en 1897, j'ai démontré, égalemenl par la considération d’une intégrale
définie, un théoréme qui fait connaitre les singularités possibles de la

série ZQ,-b,-m*', quand on connait celles de la série Ea,-a:‘ et de la série

E&,—.@:". Celte proposition dérive évidlemment du méme principe que le
théoréme mentionné en dernier lieu; comme lui, elle offre cet avantage
de s'appliquer a toute I'étendue du plan. Aussi, ce travail a-t-il attiré l'atten-
tion des géométres sur le principe en question et provoqué une nouvelle
série de recherches ayant pour objet d’en obtenir de nouvelles applications.

Fonctions entiéres, — Les formules démontrées dans ma thése relative-
ment aux singularités polaires ont trouvé une application immédiate dans
un Mémoire auquel I'Académie a décerné, en 1892, le grand prix des
Sciences mathématiques.

La question posée par I'’Académie, el qui portait sur une fonction em-
ployée par Riemann, soulevait un probleme général : celui du genre des
fonctions entiéres.

On sait que la notion de genre est lice au théoréme de Weierstrass,
d’aprés lequel Loute fonction entiére F () peut étre mise sous forme d’un
produit de facteurs ( facteurs primatres)

F(z)=eso [ [(. x ﬂi;)fpl —)'

(1]
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[ott G(«) est une nouvelle fonction entiére et les P, des polynomes] :
décomposition analogue & celle d'un polynome en ses facteurs linéaires.
Sil'on peut s’arranger pour que les polynomes P, soient tous de degré E
au plus, la fonction G(z) se réduisant elle-méme & un polynome de degré
égal ou inférieur a E, la fonction F(a) est dite (') de genre E. Il est néces-
saire pour cela (mais non suffisant) que les racines a,, a., ..., a, de
I'équation F (2 ) = o ne soient pas trop rapprochées les unes des autres : la

e I .
série 2 — doil &lre convergente.
| @, [F+}

M. Poincaré a donné, en 1883 (Bull. de la Soc. math. de France), une
condition nécessaire pour qu'une fonction F(x) soit de genre E; celte
condition est que les coefficients du développement de F(a) décroissent

au moins aussi vite que les valeurs successives de ———
(m!)E+i

Cette condilion nécessaire ¢tait-elle La condition nécessaire et suffisante
pour que la fonction fiit au plus de genre E? Etant donnée la maniére com-
pliquée dont les racines d’une équation dépendent de ses coefficients, il
semblait haulement improbable que la réponse fit aussi simple, ni surtout
qu'elle fiat aisée 4 obtenir. C'était elle qui avait manqué & Halphen pour
continuer les recherches qu'il avait commencées en 1883, sur les travaux
de Riemann. La Commission (*) chargée de juger le concours de 1892 rap-
pelait, dans son Rapport, I'exemple d"Halphen et faisait observer combien
il semblait peu vraisemblable an premier abord que 'on put donner une
réciproque au théoréme de M. Poincaré. De son cdté, ce dernier, dans le
Mémoire précédemment cité, aprés s'8tre posé une question étroitement
liée ala précédente, celle de savoir si la dérivée d'une fonction de genre I,
ou la somme de deux fonctions de genre E, est également du méme genre,
ajoutail : « Ces théorémes, en admettant qu'ils soient vrais, seraient trés
difficiles 4 démontrer. »

Le probleme qui consiste 4 déterminer le genre d'une fonction entiére
donnée par son développement en série de puissances se rattache d'une
maniére évidente aux recherches dont j'ai parlé jusqu’ici, pnisque celles-ci
ont pour objet général I'étude d’une série de Maclaurin donnée a prior.

(') Il est sous-entendu que E doit éire le plus petit entier satisfaisant aux condi-
tions indiquées,
(*) M. Picard, rapporteur.
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Yai pu effectuer celle délermination en toule rigueur dans le Mémoire
sonmis au jugemenl de 'Académie.

Désormais, la théorie des fonctions entiéres est, au point de vue des
zéros, toute parallele a celle des polynomes. Le genre (ou, plus générale-
ment, I'ordre de croissance) joue le role du degré, la distribution des zéros
de la fonction étant en général réglée par ce genre comme le nombre des
zéros d'un polynome par son degré.

Dans un article ultérieur (13), jai précisé et simplifié la loi qui donne
la croissance du module de la fonction lorsqu’on donne la suite des coeffi-
cients et qui joue un role important dans ces recherches. Il suffit, pour
oblenir cette loi :

1° De marquer les points qui ont pour abscisses les indices des coeffi-
cients et pour ordonnées les logarithmes de leurs modules;

2° D'entourer d’un polygone de Newlon la figure ainsi formée;

3° De prendre la figure polaire réciproque de ce polygone par rapport
4 une parabole.

I'ordre de grandeur de la fonction est de la sorte lié, d'une maniére trés
simple, a l'ordre de grandeur, non de tous les coefficients, mais des coeffi-
cients principaux, ceux qui correspondent au sommet du polygone de
Newton et qui interviennent seuls dans la question, les lermes correspon-
dant & ces coefficients étant toujours plus grands en valeur absolue que
les autres termes. Cette notion de coefficients principaux s’introduit natu-
rellement dans presque toutes les questions relatives aux séries enliéres, et
il en est de méme, trés probablement, du polygone de Newlon qui, dans ce
cas particulier, m’a servi a la définir.

Quant aux queslions posées par M. Poincaré et relatives i la conserva-
tion du genre dans la dérivation ou dans les combinaisons linéaires, elles
ne sont pas, il est vrai, résolues d'une fagon toul & fait compléte par les
théorémes dont je viens de parler, et ne sauraient, d'ailleurs, I'étre par
des méthodes de cette nature. Mais on peut dire qu'elles sont résolues en
pratique. D'une part, en effet, les cas qui échappent aux méthodes préce-
dentes sont lout exceplionnels, d'autre part, I'hésitation ne peut jamais
étre que d’une unité sur le genre cherché.

Fonction ((s) et fonctions analogues. — Le dernier anneaun de la chaine
de déductions commencée dans ma Thése el continuée dans mon Mémoire
couronné aboutit a |'éclaircissement des propriétés les plus importantes de

la fonction Z(s) de Riemunn.
1. 3
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Par la considération de cette fonction, Riemann détermine la loi asym-
ptotique de fréquence des nombres premiers, Mais son raisonnement sup-
pose : 1° que la fonction {(s)a des zéros eu nombre infini; 2° que les
modules successifs de ces zéros croissent & peu prés comme nlogn; 3° que,
dans I'expression de la fonclion auxiliaire £(¢) en facteurs primaires, aucun
facteur exponentiel ne s'introduit,

Ces propositions étant restées sans démonstration, les résullats de Rie-
mann restaient complétement hypothétiques, et il n’en pouvait étre recher-
ché d’autres dans cetle voie. De fait, aucun essai n'avait été tenté dans cet
ordre d'idées depuis le Mémoire de Riemann, a I'exception : 1° de la Note
précédemment cilée d'Halphen, qui était, en somme, un projet de re-
cherches pour le cas ot les postulats de Riemann seraient établis; 2° d’une
Nole de Stieltjes, ol ce géométre annongait une démonstration de la réa-
lité desracines de £(¢), démonslration qui n'a jamais été produite depuis.

Or les propositions dont j'ai rappelé tout a I'heure 'énoncé ne sont
qu'une application évidente des théorémes généraux contenus dans mon
Mémoire.

Une fois ces propositions établies, la théorie analylique des nombres
premiers put, aprés un arrét de trente ans, prendre un nouvel essor; elle
n'a cessé, depuis ce moment, de faire de rapides progrés.

C'est ainsi que la connaissance du genre de {(s) a permis, tout d’abord,
4 M. von Mangoldt d’établir en Loute rigueur le résultat final du Mémojre
de Riemann. Auparavant, M, Cahen avait fait un premier pas vers la solu-
tion du probléme posé par Halphen ; mais il n’avait pu arriver compléte-
ment au but : il fallait, en effet, pour achever de construire d'une fagon
inattaquable le raisonnement d’Halphen, prouver encore que la fonction £
n’avait pas de zéro sur la droite R(s)=1.

Jai pu vaincre cette derniére difficulté en 1896, pendant que M, de la
Vallée-Poussin parvenait de son ¢olé au méme résultat. La démonstration
que j'ai donnée est d’ailleurs de beaucoup la plus rapide et M. de la Vallée-
Poussin I'a adoptée dans ses publications ultérieures. Elle n'utilise que les
propriétés les plus simples de ().

En méme lemps, )'élendais le raisonnement aux séries de Dirichlel et,
par conséquent, déterminais la loi de distribution des nombres premiers
dans une progression arithmétique quelconque, puis je montrais que ce
raisonnement s'appliquait de lui-méme aux formes quadratiques a déter-
minant négatif. Les mémes théorémes généraux sur les fonclions entiéres

Notice sur les travaux scientifiques - page 12 sur 61


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x01&p=12

2BIT Sante

ont permis, depuis, 4 M. de la Vallée-Poussin d’achever ce cycle de dé-
monstrations en traitant le cas des formes & 5* — ac positif.

Equations différentielles réelles et trajectoires de la Dynamique. — Sans se
détourner entierement des problemes dont il est question dans ce qui pré-
céde, mon attenlion s'est, d'autre part, trouvée de plus en plus attirée par
le domaine réel et I'étude, dans ce domaine, des équations différentielles.

La question, 4 cet égard, avait élé posée par les célebres Mémoires de
M. Poincaré Sur les courbes definies par les équations différentielles. Un
cas s'était offert & ce géométre, celui des équations du premier ordre et
du premier degré, oli celte question avait pu étre résolue; je veux dire ou
il avait pu décrire, au point de vue qualitatif et topologique, toutes les
formes possibles de trajectoires, '

Ce résultat était resté unique. Appliquées aux autres types d’équations
dillérentielles, les méthodes de M. Poincaré lui avaient fourni une série de
conséquences d'une grande importance, mais ne 'avaient pas mené jus-
qu’a une solution compléte. Aucun autre géométre n’avait, depuis, été plus
heurenx a cet égard ('), Bien peu d’entre enx s’étaient méme engagés dans
la voie ouverte par M. Poincaré,

Une question posée par I’Académie pour 'année 1896 (concours du prix
Bordin) me fournit 'occasion de présenter les premiéres applications d'une
méthode générale extrémement simple, fondée sur la considération du
maximum ou du minimum d’une fonction queleonque V des inconnues con-
sidérées et de leurs dérivées (autrement dit, de I'état du systéme, si I'on
emploie le langage de la Dynamique).

Outre la démonstration de l'instabilité de I'équilibre dans tous les cas.
out la fonction des forces n’est pas maxima (et olt I'absence de maximum se
reconnait dés l'inspection des termes quadraliques), question déja traitée,
4 mon insu, par M. Liapounoff, ce principe me fournit des renseigne-
ments sur les courbes définies par les équations différentielles, non seule-
ment dans le voisinage d'un point déterminé, mais dans I'ensemble de
leur parcours (*). Appliqué aux équations de la Dynamique, il conduit a

(') Je laisse de cOté le cas des équations lindaires, oin les problémes qui se posent ne
sont pas les mémes.

(*) Clest par la surtout que la méthode dont je parle me parait réaliser un progrés
important sur celles de MM, Liapounoff ct Kneser, lesquelles sont, & ce caraclére
prés, entiérement analogues & la mienne, C'est grice & cet avantage que celle-ci a pu,
par la suite, me donner des résultats trés différents de ceux qu'avaient obtenus les
auleurs précédents,
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la notion simple de région attractive, ou toute trajectoire doit forcément

passer. Appliqué aux surfaces i courbure positive, il donne le théoréme
simple :

Sur une surface a courbure partout positive, toule géodesique fermée est
coupée une infinité de fois par toute autre géodesique.

Le Mémoire qui contenait ces propositions fal couronné par I'Académie.
La Commission, dans son rapport, exprima la conviction que les idées qui y
étaient exposées se montreraient, dans la suite, fécondes en résultals.

V'espére avoir répondu, dans une certaine mesure, i ce veeu de la Com-
mission, dans un Mémoire paru quelque temps aprés et qui fut également
I’objet d'un rapport de M. Poincaré : ce Mémoire esL consacré aux géode-
siques des surfaces a courbure négative.

Dans ce cas, en effet, la méthode précédente donne, non plus des résul-
tats partiels, mais une solution compléte (au point de vue qualitatif) de la
question posée, pourvu qu'on lui adjoigne une considération d'une impor-
tance fondamentale, celle de 'ordre de connexion de la surface.

Ici se confirme la conclusion qui se dégage des Mémoires de M. Poin-
caré, a savoir, que I"Analysis situs doit étre mise & la base de la théorie des
équations différentielles réelles, comme elle est, depuis Riemann, & la
base de I’étude des fonctions algébriques.

L'4nalysis situs, entendue an point de vue de Riemann, apparait ainsi
comme un complément nécessaire de la GéoméLrie analytique de Descartes,
je veux dire de la représentation d’un continu mathématique quelconque
par des coordonnées. Cette derniére, en effet, quinous permet de soumettre
a l'analyse mathématique tous les problémes relatifs & un champ de varia-
bilité continue, nous fournit une image fidéle de toute partie suffisamment
restreinte. du champ considéré; mais U'intervention de I'Analysis situs
s'impose lorsqu’on tient & embrasser 'ensemble de ce champ,

Si I'on tient comple, et du principe auquel je faisais allusion tout &
I'heure (celui qui conduit & la notion de région altractive) et de la nature
topologique de la surface, la solution du probleme devient intuitive et
s'obtient sans le moindre appareil de calcul. La marche de cette solation
appelle toutefois quelques remarques.

Elle repose sur la détermination de géodésiques fermeées. Ainsi, confor-
mément & une parole de M. Poincaré ('), les solutions périodiques se

(') Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, 1. 1, p. 8a.
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montrent encore une fois « la seule bréche par ol nous puissions essayer
de pénétrer dans une place réputée jusqu'ici inabordable ». On peut méme
exprimer, d’une maniére plus précise, leur réle dans la question actuelle
en disant qu’elles constituent une sorte de systeéme de coordonnées auque! on
rapporte toutes les autres trajectoires.

En effet, une fois obtlenues toutes les géodésiques fermées, on leur rat-
tache aisément les géodésiques asymplotiques aux premiéres et les géodé-
siques qui s'en vont & l'infini ('); puis on en dédait la forme que doivent
présenter, si elles existent, les solutions qni ne rentrent dans aucune de ces
trois catégories.

Reste 4 savoir si de telles solutions existent véritublement. Ici intervient
une méthode d’une nature nouvelle et qui montre pour la premiére fois,
dans une question de Géométrie, la nécessité de la theorie des ensembles
trangfinis de M. Cantor. Cette méthode consiste & compter (au sens trans-
fini du mot) les géodésiques précédemment énumérées et a constater
qu’il n’y en a pas asses pour constituer l'ensemble total des courbes
cherchées.

Mais il y a plus : non seulement la théorie des ensembles m’a seule per-
mis d’arriver au but, mais la notion que ['on est ainsi conduit 4 mettre en
évidence est une de celles dont la découverte a été I'un des résultats les
plus inattendus et les plus paradoxaux de cette théorie, & savoir : la notion
d’ensemble parfait non continu. Les tangentes mengées, par un point de la
surface, aux géodésiques issues de ce point et qui restent a distance finie
forment précisément un tel ensemble.

Par la démonstration de I'existence des géodésiques de la quatrieme
calégorie, on achéve de répondre a la question posée. Celte question est la
seule (non intégrable élémentairement) ou une solution analogue & celle
de M. Poincaré ait pu étre obtenue. Il y a lieu d'espérer que ces deux
résultats ouvriront la voie & la résolution de la question dans d’autres
circonstances de plus en plus générales.

D’autre part, deux conclusions ressortent de la discussion obtenue.

En premier lieu, I'étude des géodésiques de surfaces trés simples, ¢’est-
a-dire une question d'un énoncé tout élémentaire, introduit les ensembles

(') Ces derniéres dépendent de certaines géodésiques fermées spéciales, dites lignes
de gorge (voir Chap. II).
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parfaits et non continus. 11 faudra done compter avec des singularités de
cette espéce dans la discussion des équations différentielles (*).

Il faudra surtout admellre que I'allure des trajectoires peut dépendre
de propriétés discontinues, arithmétiques, des constantes d'intégrat{nn.

En second lieu, et comme conséquence, des problemes importants
de Mécanique, tels que celui de la stabilité du systeme solaire, rentrent
peut-étre dans la catégorie des questions mal posées. Si, en effet, on sub-
stitue 4 la recherche de la stabilité du systéme solaire la question analogue
relative aux géodésiques des surfaces dont nous avons parlé, on constate
que toute trajectoire stable peut étre transformée, par un changement
infiniment petit dans les données iniliales, en une trajectoire compléte-
ment instable, se perdant a I'infini ou, plus généralement, en une trajectoire
présentant n'importe laquelle des formes énumérées dans la discussion
générale : par exemple, en une Lrajecloire asymptotique & n’importe
quelle géodésique fermée. Or, dans les problémes astronomiques, les
données iniliales ne sont jamais connues que physiguement, c'est-a-dire
avec aucune erreur que le perfectionnement ies moyens d’observation
peut diminuer, mais ne saurait annuler. Si petite qu’elle soit, cette
erreur pourrait amener une perlurbation totale et absolue dans le résultat
cherché.

Il y avait lien, bien entendu, de chercher & étendre la méthode a des
espaces a plus de deux dimensions. Pour cela il suffit, ainsi que je l'ai fait
voir dans un article inséré aux Procés- Verbaux de la Socicté des Sciences phy-
siques et naturelles de Bordeaux (3 février 1898) de considérer la cour-
bure de Riemann et de Christoffel sous un point de vue nouveau, en I’obte-
nant comme un maximum,

Dans 'espace ordinaire, en effet, la courbure d’une surface réglée est,
en général, négative et a pour maximum zéro. Les choses se passent d’une
facon tout analogue dans une multiplicflé quelconque. Supposons qu'on
assemble les géodésiques de maniére & en former des surfaces a deux di-
mensions, et, parmi ces surfaces, considérons toutes celles qui passent en
un point donné et ont, en ce point, un plan tangent donné. Leurs cour-
bures seront, en général, différentes entre elles; mais elles auront un cer-

(*) On sait que la question relative & la possibilité d'une pareille intervention
s'est posée & M. Poincaré pour le cas des equahom du premier ordre sur une surface
de genre 1; mais, dans ce cas, la question n'a pu étre lranchq_a]usqu i ce jour.,
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tawn maximum, lequel n'est autre gue la courbure de Riemann et Cliris-
toffel relative a la direction de plan considérée,

Si cette courbure est essentiellement négative, les principes généranx
qui ont élé appliqués aux surfaces a courbure négative subsisteront. Je me
réserve de développer, dans ces nouvelles conditions, les conséquences
de ces principes; mais le loisir m’a manqué jusqu’ici pour le faire,

Equations aux dérivées partielles. Physique mathématique. — C'esl dans le
méme ordre d'idées que j'ai élé conduit & m’occuper des équations aux
dérivées partielles de la Physique mathématique. Ces équations et particu-
lisrement le cas de I'Hvdrodynamique, ont fait, depuis deax ans, l'objet du
cours, actuellement en rédaction, que j'ai professé au Collége de France;
en oulre, un article inséré aun Bulletin de la Societé mathématique de
France (33), résume quelques-unes des principales conclusions auxquelles
je suis parvenu. :

J'ai tout d’abord cherché a perfectionner la théorie que donne Hugoniot
de la propagation des ondes. On sait que ce savant, devancé en partie par
M. Christolfel, s’est occupé de définir et d’étudier la propagation d’un mou-
vement dans un autre, et cela non seulement pour les mouvements infini-
ment pelils, mais pour les mouvements d’amplitude quelconque.

Il a, le premier, introduit explicitement la notion de compatibilité de
deux mouvements, et en a méme donné une définition précise pour le cas
du mouvement rectiligne, Dans le cas du mouvement & trois dimensions,
au conlraire, celle notion est beaucoup moins complétement dégagée ; aussi
auteur se place-t-il dés I'abord dans I'hypothése ou il y a compatibilité,
sans rechercher les conditions pour qu'il en soit ainsi.

Cette lacune dans les résultats d'Hugoniot était intimement liée A deux
autres, plus générales, qu'il étail nécessaire de combler toutes deux si 'on
voulait arriver & une intelligence claire de ces phénoménes. La premiére
était 'absence de I'interprétation géométrique; la seconde et la plus impor-
tante, l'absence de distinction entre les faits d’origine cinématique et les
fails proprement dynamiques. L'expérience est d’accord avec la logique
pour montrer combien celte division de la difficulté simplifie la solution
de tous les problénies que se pose la Mécanique; celte remarque générale
se vérifie une fois de plus dansla question qui nous occupe en ce moment.

Il était d’autant plus nécessaire d’élucider ces différents points que les
ondes, telles que les considére Hugoniot, s'introduisent d'une fagon géné-
rale et nécessaire dans la mise en équation des problemes relatifs & la
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Mécanique des milieux déformables. Il est impossible, sans leur interven-
tion, de concilier les équations internes du mouvement avec les conditions
aux limiles.

La discussion de la méthode d’Hugoniot, faite au point de vue que je viens
d'indiquer, me conduit a des résultats Lrés simples et trés nets,

Soit un milieu mobile, que divise en deux régions 1 et 2, & I'instant ¢,,
une surface 8. Supposons, pour fixer les idées, que la discontinuité soit du
second ordre, c'est-a-dire que, les vitesses et les autres dérivées du premier
ordre (savoir, les dérivées des coordonnées actuelles par rapport aux
coordonnées initiales) élant parlout conlinues, les accélérations et les
autres dérivées du second ordre (tout en restant continues dans 1 et
dans 2) subissent une variation brusque lorsqu’on traverse S. Les variations
des différentes dérivées ne pourront étre tout a fait quelconques : il est aisé
de voir que, pour les connaitre toutes, il suffit de se donner, en chaque
point de S, trois vecteurs (pour le second ordre).

Les relations ainsi oblenues ne constituent point, il fant le remarquer,
une condition imposée a la discontinuité : elles découlent de 'existence
méme de cette disconlinuité.

1l semble, par contre, qu'il n'y ait point d’autres conséquences a tirer
des données de la question.

Il n’en est rien : si de nouvelles relations ne sont pas vérifiées, si les trois
vecteurs dont nous venons de parler ont des composantes prises arbitrai-
rement, I'état ainsi donné i 'instant ¢, sera remplacé, aux instants voisins,
par des états assez profondément différents du premier. On ne pourra, en
effet (et cela au point de vue purement cinématique), concevoir aucun
mouvement dans lequel le milieu reste divisé en deux régions seulement,
le systéme des dérivées des deux premiers ordres restant continu dans
chacune de ces régions.

I1 faut tout au moins (c'est I'hypothése la plus simple et celle que 'on a
le plus usuellement a envisager) supposer que, avant et aprés £,, la sur-
face de discontinuité est dédoublée en deux feunillets, réunis seulement i
I'instant #,, et entre lesquels a lieu un troisibme mouvement en disconti-
nuité du second ordre avec chacun des deux premiers.

Pour que les deux mouvements donnés soient cinématiquement compa-
tibles, c'est-i-dire pour que la surface de discontinuité puisse rester unique,
il faut que les trois vecteurs précédemment introduits soient de méme
direction et en progression géométrique. La raison de celte progression
donne la vitesse de propagation de la discontinuité.
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Comme la compatibilité doit étre regardée comme la régle et la non-
compatibilité comme une exception résultant de la rencontre momentanée
de deux discontinuités différentes, on voit qu'une discontinuité peut étre
définie par un vecteur unique (I'un de ceux dont nous avons parlé) et un
nombre (la vitesse de propagation ).

Parmi les conséquences que I'on peut tirer de ces principes, je signa-
lerai les suivantes :

1° Puisqu’une discontinuité a une direction délerminée (celle du vecteur
qui la représente ), on peut parler de discontinuités longitudinales on trans-
versales. De plus, on apercoit trés clairement la relation qui existe entre
les discontinuités et les ondes désignées par les mémes dénominations
en Acoustique et en Optique. Car on conslale que les vaviations brusques
des dérivées de la densité sont liées i la composante normale (4 I'onde)
de la disconlinuilé et celles du tourbillon a4 sa composante tangen-
tielle (*).

2° Puisqu’on ne peut étudier les mouvements des flnides sans tenir
comple des disconlinuiles, il y a lieu de se demander si celles-ci laissent
subsister les théorémes sur le potentiel des vitesses et la conservation des
tourbillons. La réponse est affirmative, grace au fait que les discontinuités
hydrodynamiques sont normales.

L'exemple d’un probléeme bien voisin montre qu’une telle démonstration
n'est nullement superflue : je veux parler du cas des fluides a frottement
intérieur, qui me parait extrémement intéressant & plusieurs points de vue
el sur lequel j'espére avoir I'occasion de revenir, On sait que, dans ce cas,
le théoréme classique de Lagrange sur le potentiel des vitesses cesse de
s'appliquer. '

Or, cetle circonstance est exclusivement due aux singularités du mouvement.
Il est bien aisé de veconnaitre que, dans toute région o, pendant un
cerlain intervalle de temps, ce mouvement reste analytique, le théoréme
de Lagrange reste valable pendant le méme intervalle de temps.

(') Cette liaison est la suivante (pour le second ordre) :

Les variations brusques des dérivées (par rapport 4 o, y, 5) de ladilatation sont les
projections, sur les trois axes, de la composante normale du vecteur représentatif de
la discontinuité.

La variation brusque du tourbillon est un segment situé dans le plan tangent &
I'onde, et qui s'oblient en faisant tourner d'un angle droit, dans ce plan, la compo-
sante tangenlielle du vecteur représentatif de la discontinuité (multipliée par la vitesse
de propagation).

H. 3
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3° La méthode sapplique sans dilficulté au mouvement ¢laslicque apec
déformation finie : elle montre qu'une discontinuilé déterminée admet
(comme dans le cas des déformations infiniment petites) trois directions
de propagation, lesquelles sont rectangulaires entre elles dans le milieu
déformé, mais que d'autres résultats (tels que I'existence de propagations
exclusivement longitudinales ou transversales dans les corps isotropes)
sont particuliers aux délormations infiniment pelites.

La théorie d'Hugoniot est liée & la notion de caractéristique pour les
équations & un nombre quelconque de variables; j'ai repris les recherches
de Beudon a cet égard et les ai étendues au cas des systémes a plusieurs
fonctions inconnues. Celle extension élait nécessaire, non seulement en
raison de ce fait bien connu que I'élimination enlre équalions aux déri-
vées parlielles ne peut se faire comme entre équations différentielles,
mais encore parce que ce fait entraine effectivement quelques différences
enlre les résultats obtenus, suivant qu'il sagit d'une ¢quation unique ou
d’un systeme. C’est, en particulier, ce qui arrive pour I'étude des lignes
introduites par Beudon et qu'on peut appeler bicaractéristigues, lignes
qui s'introduisent nécessairement dans presque toules les questions rela-
tives aux caracléristiques et qui, d’autre part, ont une importante inter-
prétation physique. J'ai constaté, en effet, que, siles caractéristiques repré-
sentent les ondes, les bicaractéristiques représentent les rayons sonores ou
lumineux. Une propriéle analytique simple explique, dans une certaine
mesure, ce role physique dévolu aux bicaractéristiques.

La nécessité d étudier d'une maniére indépendante le cas des syslémes
apparait encore i propos de I'énoncé de Beudon, généralisation d'une pro-
position de M. Goursat, et daprés lequel une solution d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre (& un nombre quelconque de variables)
est déterminée ( les conditions initiales élant analyliques) par ses valeurs
sur deux multiplicilés caraciéristiques sécantes entre elles.

Cel énoncé a une interprélation physique facile i indiquer : il fait con-
naitre, lorsqu’tl y a potentiel des vitesses (de maniére que le probléme ne
dépende que d’une seule inconnue), le mouvement intermédiaire qui
prend naissance enlre deux mouvemenls conligus et non compatibles
entre eux. Si l'on se débarrasse (comme jai pu aisément arriver i le faire)
de la condition que les multiplicités considérées soient toutes deux caracté-
ristiques, on obtient également la délermination du mouvement produit,
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dans un gaz animé d’'un mouvement analytique donné, au contact d’une
paroi animée d'un mouvement analytique également donné.

On trouve sans difficulté un énoncé analogue dans le cas des systémes.
Cet énoncé donne encore la solution, dans le cas général, du second des
problemes physiques que nous venons d'indiquer (mouvement d'un gaz
au contact d'une paroi). Mais il n’en est pas de méme pour la recherche du
mouvement qui prend naissance entre deux mouvements incompatibles
entre eux : lorsqu'il n’y a pas pnlenlirl des vitesses (quuc. par conséquent,
il faut tenir comple des trois inconnues de la question ), ce probléeme n’est
pas possible, en général : il faul, pour qu'il le soir, existence d'une infinité
de conditions infinitésimales d’ordre supérieur (lesquelles sont vérifiées
d’elles-mémes, dans le cas du potentiel des vitesses ).

D'aulre part, mon atlenlion s’est porlée sur une circonslance remar-
quable qui se rencontre dans l'intégration de certaines équalions aux
dérivées partielles du second ordre : je veux parler dua principe de Huy-
gens (au sens de Kirchhoff et de M. Poincaré). J'ai consacré, en 1goo, un
Mémoire @ ce principe et & la notion équivalente de 'intégrale résiduelle.

Jappelle ainsi U'intégrale représentant le mouvement qui prend nais-
sance aprés le passage d'une onde. Dans le cas des ondes sphériques,
aprés le passage de l'onde, tout rentre dans le repos et, par conséquent,
I'intégrale résiduelle est idenliquement nulle. Dans un autre cas simple,
celle inlégrale résiduelle est une constante.

Dés lors, j'ui é1¢ conduit & rechercher, en prenant le cas le plus aise,
celui de deux variables indépendantes, les équations pour lesquelles Iin-
Légrale résiduelle salisfait & d’aulres équations linéaires que la proposée.
La réponse (dans le cas de deux variables) est bien simple : efle est fournie
par les équations intégrables par la méthode de Laplace.

La question de l'intégrale résiduelle en soulevait une antre d’une nature
plus générale. Si, en ellet, le mouvement résiduel est identiquement nul
apres le passage d'une onde sphérique due & un ébranlement initial d’un
milieu indéfini exclusivement fluide, il est d’autres problemes, presque
identiques en apparence, dans lesquels le principe de Huygens se trouve
en défaut : ce sont ceux ol le milieu est limité par des parois soliles dont
le mouvement est donné. Cetle contradiction apparente est liée a un fait
qui me parait essentiel, a savoir que, dans le cas d'un milieu limité, ce
n’est plus le probleme de Cauchy (détermination de la fonction par ses
valeurs et celles d'une de ses dérivées sur la frontiére du domaine donné)
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qui se pose, mais un probléme différent, se rapprochant de ceux que I'on
a & résoudre pour les équalions a caracléristiques imaginaires. Dans ce nou-
veau probléme, les conditions aux limites ne font plus connaitre, en effet,
la fonction et sa dérivée normale sur Loule la frontiére, mais bien : 1° la
fonction et sa dérivée normale sur une partie de celte frontiére; 2° la dé-
rivée normale seule sur I'autre partie. :

Le cas de deux variables indépendantes conduit également a des pro-
blemes miztes de ce genre, ainsi qu'on s'en apercoit par le développement
naturel de certaines remarques de M. Picard. Dans ce cas, il est aisé de
conslater, ainsi qu'il y avait lieu de le supposer a priori, que le probleme
mixle présenle un caraclere qui le rapproche du probleme de Dirichlet et
Iéloigne du probléme de Cauchy; c’est que la solution dépend essentiel-
lement de la forme du domaine envisagé. Ceite circonstance doit faire
considérer notre probléeme mixte comme beaucoup plus difficile que le
probléme de Cauchy.

Lerapprochementainsi établientre les équations i caractéristiquesréelles
et les équations & caractéristiques imaginaires en entraine plusieurs autres.
Je n'en citerai qu'un, en renvoyant, pour les détails, 4 ce que je dis plus loin
(Chap. I1). On sait que, dans le cas des caractéristiques imaginaires, le pro-
bléme de Cauchy, toujours possible (et d’une senle maniére) lorsque les don-
nées sont analyliques, cesse de I'étre dans le eas général. Au contraire, pour
les équations i caractéristiques réelles, on est tenlé de considérer le pro-
bleme de Cauchy comme toujours possible et déterminé. Jai appelé
I"attention (32) sur ce que I'opposition ainsi créée entre les deux classes
d’équations a de beaucoup trop absolu. En réalité, dans le second cas, les
conclusions dépendent de I'orientation de la multiplicité initiale : pour un
chouix convenable de celle-ci, elles sont semblables i celles qui corres-
pondent au cas des caraclérisliques imaginaires.

On voiLainsi s’etendre le nombre des problémes ol les résultals obtenus
en partant de données analytiques ne peuvent étre généralisés sans erreur.
I'étude des fluides & frottement offre encore, comme nous 'avons vu plus

haut (p. 17), un exemple d’'une généralisation de celte espéce conduisant
a une conclusion complétement fausse.

En ce qui regarde l'intégrale résiduelle, la comparaison du probléme de

Cauchy et du probléeme mixte conduit a des résullats singuliers el tendant
i nous montrer la question de I'intégrale résiduelle comme assez délicate.
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Dans le cas de deux variables, en effet, I'intégrale résiduelle du probléme
mixte est beaucoup plus particuliere que celle du probléme de Cauchy - Ia
premiére, par exemple, peut élre idenliquement nulle (pour certaines
équations de Laplace), tandis que la seconde ne I'est jamais. Au conlraire,
dans le cas des ondes sphériques (qualre variables indépendantes), I'inté-
grale résiduelle du probleme mixte est beaucoup moins particuliére que
celle du probleme de Cauchy, puisque celle-ci est identiquement nulle,
tandis que la premiére ne I'est pas et est méme, en général, de forme trés
compliquée. '

Les considérations que j'ai développées dans ce qui précéde me permet-
tront d'étre bref sur les points dont je viens de parler et d’insister seule-
ment sur les travaux dont il n'a pas été question jusqu'ici (') et sur les
remarques que j'ai di passer sous silence.

(') Jattire, en particulier, 'attention du lectenr sur les nos 33, 56, 57, Chap. 111,
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CHAPITRE PREMIER.

Série de Taylor. — 1. Sur le rayon de convergence des séries ordonnées suivant les
puissances d'une variable (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 23 jan-
vier 1888).

2, Sur la recherche des discontinuités polaives ([bid., 8 avril 188g).

3. IZssai sur 'étude des fonctions données par lear développement de Taylor. Thése de
Doctorat de la Faculté des Sciences (Journal de Mathématiques, 4 série,
t. VILI; 18g2).

k. Théoréme sur les séries entiéres (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,

8 mars 18g7).
Sur les séries entiéres (Procés-Verbauz de la Soc. Sc. phys. et nat. Bordeauzx,
3 juin 18g7).

. Théoréme sur les séries entiéres ( Acta mathematica, t. XXI1; 18¢8).

7. La série de Taylor et son prolongement analylique (collection Secientia). Paris,
Carré et Naud, 1g9o1. :

Fonctions entiéres et applications arithmétigues, — 8. Sur les fonctions entidres de

la forme e%1%) (Comptes rendus de U Académie des Sciences, g mai 18g2).

9. Etude sur les propriéiés des fonctions entiéres et en particulier d'une fonction
considérée par Riemann. Mémoire couronné par I'Académie des Sciences (Grand
Prix des Sciences Mathématiques, 18g2) (Journal de Liouville, §¢ série, t. 1X;
18g3).

10. Sur les fonctions entiéres (Comptes rendus de U'Académie des Seiences,
1% juin 18g6).

11. Sur les zéros de la fonction (s) de Riemann (1bid., 22 juin 1896).

12. Sur la fonction L(s) (lbid., 13 juillet 18¢6).

13. Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Soc, Math, de France, Séance du

1°7 juillet 1896 ).

1%. Sur la disiribution des zéros de la fonction {(s) et ses conséquences arithmé-

tiques ( Bulletin de la Soc. Math. de France, 1. XX1V ; 18g6).

13. Sur les séries de Dirichlet ( Procés-Verbaur de la Soc. Sc. phys. et nat. Bor-
fleauzx, 18 [évrier 18g7).

=4

Série de Taylor.

Mes premiéres recherches sur la série de Taylor ont puru dans deux
Noles (1, 2) présentées a I'Académie des Sciences en 1888-1889, et dans
ma Thése (3).
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La premiére queslion que j'ai eu a résoudre étail la détermination du
rayon de convergence d'une série entiere, dans le cas le plus général. Il a
élé reconnu depuis que celle délerminalion avail éLé effectuée par Cauchy,
i cela prés que le grand géométre n'a pu définir d’une maniére rigonreuse
ce qu'il appelle la plus grande des limites. D'autre part, la notion de lmite
supérieure d'indétermination, définie par Du Bois-Reymond, est précisément
équivalente & la précedente. Mon ceuvre personnelle, sur ce point, se ré-
duit donc & avoir montré qu'il suffisait de réunir ces deux résullats pour
arriver & la solulion cherchee.

Celle premiére solution m’a servi de point de départ pour la recherche
que J'avais en vue en premier lieu, celle des poinls singuliers situés sur le
cercle de convergence. Il suffit, en effel, pour reconnaitre la présence d’un
tel point singulier, de développer la fonction donnée, non plus suivant les
puissances de la variable primitive , mais suivant celles de x — a, « élant
I'affixe d’un point situé sur le rayon qui va de l'origine au point consi-
déré @,. Si le nouveau développement admet pour rayon de conver-
gence | @, — al, le point &, est singulier; sinon, 2, est un point ordinaire.
On sait done, au moins théoriquement, reconnailre laquelle de ces deux
hypothéses est la vraie, du moment qu’on sait trouver le rayon de couver-
gence de la nouvelle série.

La complication des formules qui donnent les coeflicients de cetle nou-
velle série en fonction des coelficients donnés est précisément ['ane des
difficultés fondamentales de la question qui nous occupe (') : il élait ne-
cessaire de la diminuer dans la mesure du possible si I'on voulait tirer du
principe qui vient d’¢ire indiqué des conséquences un peu étendues, J'ai
remarqué, a cet ellet, qu'on peul toujours réduire 'expression des nou-
veaux coefficients 4 un nombre fini de lermes (ce nombre étaut propor-
tionnel a I'indice du coefficient considéré ). Les termes ainsi négligés n’ont
aucune influence, leur ordre de grandeur tolal étant inférieur 4 celui qui
est en question., Grice a celle remarque, qui a joué un role fondamental
dans la plupart des travanx ultérieurs, j'ai pu, deés cette époque, arriver i
des résullats assez élendus. On Lrouvera dans I'Introduction (p. 5) les plus
saillants d’entre eux, ceux qui sont relatifs aux séries qui ont le cercle de
convergence pour coupure.

J'ajoulerai seulement, a cel égard, que, pour Loutes les séries e celte

(') Jai signalé ces difficultés et indiqué les conséquences qu'elles comportent au
point de vue de la méthode & suivre, dans 'Ouvrage (7) dont je parle plus loin.
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espéce quiavaient élé formées avant moi (celle de M. Fredholm exceptée),
j'ai constaté la possibilité d’établir la propriété demandée par un raison-
nement trés élémentaire et d’une telle simplicité qu’on peut s’étonner de
ne pas l'avoir va présenter dés I'abord ('); ce raisonnement est fondé sur
cetle circonstance, que les exposants des lermes qui figurent dans ces
séries onl des facteurs communs, de plus en plus nombreux & mesure
qu’on s'éloigne dans la série. :
Mais la facilité de cette déduction ne doit pas nous faire oublier la véri-
table canse du résultat : pour que le cercle de convergence d'une série
de Maclaurin soit une coupure, il n’est nullement nécessaire que les expo-
sanis des termes non nuls aient des diviseurs communs : il suffit que ces
exposants, au lieu de se suivre immédialement, offrent des lacunes dont
I'étendue angmente indéfiniment (avec une rapidité suffisante) (*).

Les propositions établies dans celle premiére partie de mon travail sont
de nature tout & fait générale (*) : chacune d’elles est susceptible de
melttre en évidence des singularités des especes les plus diverses. Dans la
suite, au contraire, je me place au point de vue opposé, en faisant a prior
des hypothéses restrictives sur la nature des singularités cherchées. La
méthode & employer, dans ces conditions, m’élait fournie par le travail de
M. Darboux intitulé : Mémoire sur l'approxumation des fonctions de trés
grands nombres et sur une classe étendue de développements en série, et dans
lequel sont précisément étudiées les relations entre les singularités d'une
fonction et les coefflicients de la série qui la représente. Seulement, le point
de vue élait inverse, M. Darboux ayanl toujours considéré des fonctions
dont les singularités étaient enliérement données a I'avance (afin d’en
déduire la valeur asymptotique des coefficients), alors que je me placais
dans I'hypolhése contraire.

Si, prenant tout d’abord le cas le plus simple, on veut exprimer qu'une

- (') MM. Lerch et Méray avaient exposé des remarques analogues, mais moins
simples et, par la, d'une application bien moins générale, [ Par exemple, le raisonne-
ment de M. Lerch, fondé sur une relation entre f(2) et f(2?), est parliculier au cas
oin les exposants forment une progression géométrique de raison 2 et i des cas voisins
de celui-l1d.]

(*) Jindique ici le résultal quia été démontré dans ma Thése; en réalité, ainsi qu'il
ressort des théorémes de M. Fabry, la restriction mise entre parventhéses doit étre
supprimde.

(*) Voir sur ce point I'Introduction (p. 4).

H. 4
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série de Taylor n’admet sur son cercle de convergence qu'un seul pole, les
formules de M. Darboux donnent la réponse demandée. J'ai montré qu’on
peut aller bien plus loin et déterminer les poles de la fonclion en quelque
nombre qu'ils soient, et cela non seulement sur le cercle de convergence,
mais aussi en dehors de ce cercle et aussi loin qu'on le veut dans le plan,
de moins dans tout cercle C concentrique au premier et ne contenant pas
de singularité non polaire. Dans ce but, les méthodes de M. Darboux ne
suffisent plus : le role fondamental est alors joué par un certain détermi-
nant dépendant de deux indices m et p, et dont on éludie I'ordre de gran-
deur lorsque m augmente indéfiniment, p restant fixe. L'emploi de ce
déterminant permet de répondre i Loules les questions que l'on peut se
poser relativement au nombre et a la position des poles, ainsi quau pro-
longement analytique de la fonclion dans le cercle C.

L'importance de ce résultat relatif aux poles apparaitra si I'on remarque
qu'il équivauta la résolution des équations algébriques ou transcendantes,
dans un cas que l'on doit considérer pratiquement comme le plus général.
La forme analytique de celle solution, qui est une généralisation de la
1égle de Bernoullt, doit également é&tre notée. L'extension de la régle de
Bernoulli au calcul de toutes les racines (et non plus seulement de la plus
petite d'entre elles) peut, en elfet, dans le cas des équations algébriques,
s'obtenir autrement : M. Runge ( Acta mathematica, t. V1) 'avait réalisée
en considérant la racine cherchée comme limite de cerlaines fonctions
symétriques des racines, Mais le procédé auquel je suis arrivé a sur
celui de M. Runge l'avantage de s’appliquer de lui-méme aux équations
transcendantes; et surtout, au lieu que la méthode de M. Runge exigerait
la transformation des fonclions symétriques des racines en fonctions
rationnelles des coefficients, calcul qui est au nombre des plus complexes
que l'on puisse avoir a elfectuer, j’obliens les quantités cherchées comme
limites d’expressions formées explicitement au moyen des données. Ces
expressions ne sauraient &tre, du moins quant & présent, ulilisées au point
de vue pratique. Mais il n’en est pas de méme au point de vue théorique;

et dans les applications que j'ai eu & en faire aux fonctions entieres, ces
formules se sont monlrées d'un maniement tres simple.

Un.a méthlode analogue, mais un peu plus compliquée, permet de trouver
des singularités situées, cette fois, nécessairement sur le cercle de conver-
gence, mais non polaires et méme de nature assez générale. La catégorie
de singularités que 'on peut atteindre ainsi comprend, en fait, loutes
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celles (le point essentiel excepté) que I'on renconlre usuellement en Ana-
lyse : c'est ce que démontre I'application, convenablement perfectionnée,
de la méthode de M. Darboux.

Les recherches auxquelles jai da me livrer sur 'application de cette mé-
thode m’ont conduit aux deux résultats dont j'ai parlé dans I'Introduction.
Le second d’entre eux, je veux dire la formation de suites de quantités par
lesquelles on peut multiplier les coefficients de la série sans en changer les
singularités, appartient a4 une catégorie de propositions qui semblent
devoir étre d’un usage général dans cette théorie. Il m’a permis, en parti-
culier, de résoudre une des questions qui se posaient a la suite de la Note
citée de M. Lecornu : Lorsque la fonction posséde sur son cercle de con-
vergence un seul point singulier, le rapport de deux coeflicients consé-
cutifs tend-il nécessairement vers une limite égale a I'affixe de ce point?

La réponse est négative : ¢’est ce que montre I'application de la remarque
précédente a la série

2 sin{logm) ™,

n

Aprés que les questions posées dans ma Thése eurent suscité les
importantes recherches de MM. Borel et Fabry, je suis moi-méme
revenu a l'étude de la série de Taylor pour énoncer i son égard (4 4 6)

le théoréme qui donne les singularités de la série Za,-b,-;r:", connaissant
g g ¥
celles des séries Ea,-:r‘, Zb,-m*.

Cette proposition est d’une nature tout analogue i celle que je viens de
rappeler. Un résultat voisin, obltenu peu aprés par M. Hurwilz, contribue
a montrer I'utilité du principe dont elles découlent toules deux (et auquel
peuvent ¢galement se rattacher la transformation employée par M. Poin-

caré, dans son Mémoire de 1883 sur les séries enticres, et la méthode de
sommation exponentielle de M. Borel).

Jai consacré un Ouavrage (7), actuellement en cours de publication, a
I'exposition de I'état actuel de cette question et des vues qu’elle parait
suggérer. Jajoute d’ailleurs quelques remarques nouvelles; la plus im-
portante concerne les fonctions de plusieurs variables indépendantes. Les
théorémes classiques de Méray el de Weierstrass sur la convergence des
séries enliéres entrainent une conséquence qui ne parait pas avoir été
notée jusqu'’ici, relativement & la distribution, si mal connue encore, des
singularités de ces fonctions.
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Fonctions entiéres.

Du théoréme relatif au rayon de convergence d’une série entiére découle
celte conséquence : la condition nécessaire et suffisante pour qu'une serie
de Maclaurin représente une fonction entiére est que la racine mié™e du coeffi-
cient de &™ tende vers o.

Les propriétés les plus importantes de la fonction entiére sont liées a Ja
plus ou moins grande rapidité avec laquelle a lieu cette décroissance des
coefficients. I'étude de ces propriétés consiste tout d’abord dans I'établis-
sement de relations entre cette loi de décroissance et les deux éléments
suivants :

1° Lordre de grandeur du module maximum de la fonction pour les
grandes valeurs du module de la variable;

2° La distribution des zéros et la valeur du genre, laquelle est étroite-
ment liée & cette distribution. ’

Une partie de ces relations avait été établie dans le Mémoire cité de
M. Poincaré : une limite supérieure des coefficients successifs avait pu
dtre trouvée, connaissant I'une ou 'autre des deux lois qui viennent d'étre
énumérées. Mais on n'avait pas pu, depuis ce moment, obtenir les réci-
proques, c’est-a-dire déduire d’une limite supérieure supposée connue pour
chaque coefficient les conséquences qui en découlent, d’une part quant
'ordre de grandeur de la fonction elle-méme, d'autre part quant & la dis-
tribution de ses zéros.

Cest & 'établissement de ces conséquences qu’est principalement con-
sacré le Mémoire couronné par 'Académie en 1892 el publié en 1893 au
Journal de Mathématiques. Tai ensuite précisé les premicres dans la
Note (13) insérée au Bulletin de la Société Mathématique de France et dont
j'ai également parlé dans 'lntroduction.

Quant aux zéros, les résultats contenus dans ma Thése fournissaient
aisément a leur égard celte conclusion simple : La loi de croissance des

racines de la fonction enticre ¥ a,, " est au moins ausst rapide que celle des
quantites ,,,% .
V]dnm
Pour étudier le facteur exponentiel, de nouvelles déduclions ont, au
conlraire, élé nécessaires. Ces déductions m’ont, en particulier, permis de
démontrer, avec une extréme simplicité, le théoréme de M. Picard sur les
fonctions entiéres, pour toules les fonctions de genre fini. La démonstra-
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lion ainsi donnée s'étend d’elle-méme, moyennant une restriction ana-
logue, au théoréme plus général du méme auteur sur le point essentiel,
ainsi que je |'ai montré depuis (10).

On sait que mon Mémoire de 1893 a été le point de départ des si impor-
tanls travaux de M. Borel, consacrés a la démonstration du premier Lhéo-
réeme de M. Picard sans restriction, et aussi de ceux de MM. Schou et
Jensen. Outre les applications 4 la fonction {(s) et aux fonctions ana-
logues, dout il me reste & parler, la proposition fondamentale de ce
Mémoire a élé utilisée par M. Poincaré dans une question relative aux

délerminants infinis qui s'introduisent en Astronomie (Les méthodes nou-
velles de la Mécanique celeste, t. 11).

Applications arithmétigques.

.a détermination du genre de la fonction [(s) — et c¢'était d’ailleurs
I'objet méme de la question posée par I'Académie — était nécessaire pour
I'éclaircissement des points principaux du Mémoire principal de Riemann
Sur le nombre des nombres premiers inférieurs a une grandeur donnée.
Cette déterminalion, qui avait été jusque-la cherchée en vain, s'effectue
sans aucune difficulté a 'aide des principes précédemment établis sur les
fonctions entiéres. Aussi M. von Mangoldt put-il peu aprés établir avec
une entiere rigueur les résultats énoncés par Riemann.

Un seul point restait a élucider : la question de savoir si, conformément i
une asserlion émise, en passant, par ce grand géometre, les racines imagi-

naires de I'équation {(s) = o sont toutes de la formcé -+ {1, ¢ étant réel.

Celte queslion n’a pas encore recu de réponse décisive (le Mémoire dans
lequel M. Jensen annonce qu'il donnera ce résultat n'ayant pas encore
paru); mais j'ai puen 1896 (11, 12, 14) établir que la partie réelle des racines
dont il s’agit, laquelle n’est évidemment pas supérieure a I'unité, ne peut

~non plus, pour aucune d’elles, étre égale a 1. Or ce résultat suffit pour éta-
blir les principales lois asymptotiques de la théorie des nombres premiers,
de méme que le résultat complet de Riemann conduirait # montrer (') que
ces lois sont vraies 4 une erreur prés, laquelle n’est pas seulement d'ordre
inférieur a celui de la quantité considérée @, mais est Lout au plus compa-
rable & \x.

(') Voir un Mémoire récent de M. Helge von Koch,
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De plus le mode de démonstration que j'emploie n’utilise que les pro-
priétés les plus simples de la fonction £(s). Il en résulte que ce mode de
démonstration s'étend sans grande difficulté aux séries analogues qui ont
élé utilisées dans la théorie des nombres. J'ai fait voir en particulier, dans
le méme travail, qu'il s’applique aux séries qui servent a étudier la distri-
bution des nombres premiers représentables soit par une forme linéaire
(séries de Dirichlet) ('), soil par une forme quadratique définie.

M. de la Vallée-Poussin parvenait en méme temps au méme résultat, mais
par une voie moins rapide. Depuis, ce savant (lout en simplifiant son Ana-
lyse par I'emploi du mode de raisonnement que J'avais indiqué) a étendu
ses recherches au cas des formes quadratiques indéfinies et aussi & celuiou
I'on donne & la fois une forme linéaire et une forme quadralique; de sorte
que les mémes principes relatifs anx fonctions entiéres servent de base i
la solution générale de toutes les questions qui s'étaient posées relative-
ment a la distribution des nombres premiers.

Ce ne sonl d'ailleurs pas les seules questions de Théorie des nombres
pour la solution desquelles les théorémes qui viennent d’étre rappelés se
soient montrés d’'une importance essentielle. Je me contente de signaler, a
cet égard, les Mémoires récents de MM. von Mangoldt, Landau, etc.

(') Pour démontrer le théoréme relatif & la distribution des nombres premiers dans
une progression arithmétique, j'ai utilisé, en la complétant sur un point, la proposi-
tion de M. Lipschitz qui établit, pour les séries de Dirichlet, une relation lfonction-
nelle analogue & celle de Riemann-Schlomilch. J'ai été conduit, depuis (15) a simpli-
fier la démonstration de ce théoréme,
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CHAPITRE II.

Lignes géodésiques et trajectoires réelles de la Dynamique. — 16. Une propriété
des mouvements sur une surface (Comptes rendus de ' Académie des Sciences,
t. CXXII, p. 983; g mai 18g6).

17. Une propriété des mouvements sur une surface (Pr oceés-Verbaux Soe. Se. Phys.
et Nat. Bordeauz, 30 avril 18g6).

{8. Sur l'instabilité de 'équilibre (fbid., 21 mai 1896).

19. Sar les lignes géodésiques des surfaces & courbures opposées (1bid., 4 mars 1897 ).

20. Sur les lignes géodésiques des surfaces a courbures opposées (Comptes rendus de
U Académie des Sciences, 28 juin 1897 ).

21, Sur les lignes géodésiques (Procés-Verbaux Soe, Se. Phys. et Nat. Bordeauz,
17 juin 18g7).

29, Sur les lignes géodésiques ( Procés-Verbauz Soc. Se. Phys. et Nat. Bordeaux,
1e* juillet 18¢7 ).

23. Sur une surface & courbures opposées ([bid., 22 juillet 18g7).

2. Sur cerlaines propriétés des trajectoires en Dynamique. Mémoire couronné par
I'Académie des Sciences (Prix Bordin, 1896) (Journal de Mathématiques,
be série, t. III; 18g7).

25, Les surfaces a courhures opposées et leurs lignes géodésiques (fbid., 5° série,
t. 1V; 18g8).

96, Sur la courbure dans les espaces 4 plus de deux dimensions ( Procés-Verbaux
Soc. Se. Phys. et Nat, Bordeaux, 3 février 18g8),

27. Sur le billard non euclidien (fbid., 5 mai 18g8).

23, Sur la forme des géodésiques a infini et sur les géodésiques des surfaces réglées
du second ordre (Bulletin de la Société matlhématique de France, 1. XXVI;
18g8).

20 Sur les intégrales d’un systéme d’équations dilférentielles ordinaires, considérées
comme fonctions des données initiales (Jbid., 17 janvier 1900).

Equations aux dérivées partielles et Physique mathématique, — 30. Les Invariants
intégraux et I'Optique (Comptes rendus de U'Acad. des Sciences, 14 mars
1898 ).

31. Sur lintégrale résiduelle (Bulletin de la Société mathématique de France,
t. XXVILL, p. Gg 4 go; 1go0).

. Sur les équations aux dérivées partielles 4 caractéristiques réelles (Congrés in-
ternational des Mathématiciens, Paris; 1goo).

33. Sur la propagation des ondes (Bulletin de la Sociétd mathématique de France,
t. XXI1X; 1go1).
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Equations différentielles réelles et trajectoires de la Dynamique.

On peut considérer comme pratiquement épuisée la liste des systémes
d'équations dilférentielles qui peuvent s'intégrer, au sens élémentaire du
mot, ¢est-i-dire par une combinaison finie des symboles actuellement en
usage en Analyse. ‘

1l faut done se résigner 4 obtenir isolément, par I'élude directe du pro-
bleme, les renseignements que l'intégration compléte aurait fournis d'un
seul coup. Les recherches, a cet égard, peuvent étre poursuivies dans
trois directions différentes :

1° I étude analytique de la solution, en supposant que les fonclions
cherchées soient analytiques;

20 L'intégration quantitative, an sens de M. Painlevé, c’est-a-dire la
formation de séries permettant de calculer numériquement les fonctions
cherchées, dans Lout le domaine ou elles existent;

3¢ L'étude qualitative des courbes cherchées, c’est-i-dire la discussion
genérale des formes qu'elles présentent. Le probléme de la stabilité du
systéme solatre est, par exemple, un probléme qualitatif.

Ce dernier point de vue, qui, indépemlamment de son importance
propre, intervient forcément dans les recherches relatives aux deux pré-
cédents ('), est celui sous lequel nos connaissances sur les équations
différentielles sont les moins avancées. Les méthodes classiques permettent
de suivre une trajectoire dans une région suffisamment restreinte entou-
ranl son point d’origine el nous renseignent, dans les mémes conditions,
sur la régularité de celte trajectoire etsur la maniére dont elle dépend des
données initiales (*); elles ne nous disent pas ce que la courbe en ques-
tion devient dans I'ensemble de son parcours, lorsque la variable indé-
pendante prend la série compléle de ses valeurs jusqu'a + .

Celle insuffisance est dans la nature des choses, comme le montre !'in-
spection méme des résultals trouvés par d’autres méthodes, lorsqu’on a pu

(') Il est clair, par exemple, que le choix d'une expression propre i représenter la
solution cherchée sera nécessairement guidé par la considération de l'allure de cette
solution; ¢'est, on le sait, ce que montre avec évidence I'histoire récente de la Méca-
nique celeste,

(*) On sait que ce point a é1é ¢lucidé, dans le cas du domaine réel, par MM, Ben-

dixson et Picard. J'ai ensuite (29) donné du méme théoréme une démonstration qui
offre 'avantage d'une extréme simplicité,

Notice sur les travaux scientifiques - page 34 sur 61


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x01&p=34

BRI Sante

e

en obtenir. C'est ce qui, en 1896, n'avail pu étre fait complétement que
dans un seul cas (en dehors des équations intégrables élémentairement on
linéaires), celui des équations du premier ordre et du premier degré traité
par M. Poincaré en 1881. On avait vu alors s'introduire d’une maniére né-
cessaire, un élément complétement négligé jusqu’alors dans la question :
la connexion de la variélé sur laquelle I'équation différentielle est consi-
dérée.

1l peut sembler étonnant que I'on se soit si longlemps proposé I'étude
de courbes tracées dans un domaine sans faire entrer en ligne de compte la
forme méme de ce domaine. C'est, en effel, ce qu'on ne saurait expliquer
autrement que par la tendance, acquise peu & peu par les géométres, a se
contenter de I'étude locale des courbes qu'ils cherchaient : tendance qui,
par un cercle vicieux fréquent dans I'histoire de la Science, venail a son
tour de la nalure méme des méthodes qu’ils avaient a leur disposition.

C'est uniquement aux propriétés qualitatives que j'ai consacré mes
recherches sur les équations différentielles réelles. Une premiére indica-
tion m’a élé fournie par 'examen des problemes qui s'intégrent élémen-
tairement. Prenons I'un des plus simples : le mouvement d'un point pesant
sur une sphere. La discussion montre que le mobile doit nécessairement,
sous réserve de cerlains mouvements exceptionnels dont je parlerai un peu
plus loin, passer une infinité de fois dans 'hémisphére inférieur.

C’esl ce résultat dont j'ai tout d’abord obtenu I'équivalent exact pour le
mouvemenl d’un point surune surface quelconque, sous l'action de forces
quelconques données. A la moitié inférieure de la sphére correspond alors
une région que je nomme altractive ek qui est caraclérisée par une pro-
priété géométrique simple : elle est formée par les points ol la ligne de
niveau tourne sa concavilé géodésique dans le sens de la force. Toute tra-
jectoire (sous la méme réserve que tout & I'heure) doit passer une infinité
de fois dans la région altractive (').

(1) La célébre question-des lignes de faite et des thalwegs reléve peul-tire de cet
ordre de considérations, Tout au moins on apercoit bien ainsi la distinction a établir
entre la ligne de faite et le thalweg : la premiére appartenant & la région répulsive, le
second & la région attractive. Cette remarque semble montrer I'avantage qu'il y aurait
i faire entrer cette question, non dans le domaine de la Géométrie, mais dans celui de
la Mécanique. On peut, par exemple, se demander si le lieu des sommets des courbes
de niveau (lequel passe d’ailleurs par les cols, mais n’est pas une ligne de plus grande
pente) ne répondrait pas & l'idée que nous nous faisons des lignes de faile et des

IL. 5
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On obtient des conclusions de méme nalure pour les problemes de Dyna-
mique qui dépendent de plus de deux paramétres; mais, dans ce cas, les
résultats sont en général moins complets. Il est cependant des problémes
ot ils suffisent pour donner une idée de I'allure des trajecloires. Considé-
rons, par exemple, un point matériel mobile dans I'espace ordinaire, sous
Paction de forces dépendant d'un potentiel.

Supposons que les surfaces de niveau soient partoul convexes, et cela
dans le sens de la force. Alors toules les Lrajectoires, sauf dans les cas
exceplionnels, s'éloigneront indéfiniment. De telles forces pourront étre
appelées répulsives, quoiqu’elles comprennent les répulsions émanées de
points fixes comme cas infiniment particuliers.

Ainsi que je 'ai dit plus haut, la propriété fondamentale de la région
attraclive est en défaut pour cerlaines trajectoires (par exemple, dans
I'exemple considéré en premier lieu, celles qui tendent vers le point le
plus élevé). Mais on est renseigné d’une maniére précise sur ces mouve-
ments exceptionnels. Griace 2 un lemme Lrés simple qui s’énonce ainsi :
Si, lorsqu'une variable 1 augmente indéfiniment par valeurs positives, une
Sfonction de t tend vers une limite pendant que sa dérivée seconde reste finie, la
dérivée premiére tend vers sero, on constale qu'en général le mobile tend
alors asymptotiquement vers une position d’équilibre instable.,

L'étude de ces positions d’équilibre est, comme on le voit, étroitement
liée aux théorémes précédents. De ceux-ci découle en particulier la réci-
proque du théoréme fondamental de Dirichlet, ¢'est-i-dire la démonstra-
tion de l'instabilité de I'équilibre dans le cas ol la fonetion des forces
n'est pas maxima ('). Je w’insisterai pas, toutefois, sur cette démonstration,
car elle avait é1é oblenue antéricurement. M. Kneser avait répondu 4 la
question en 1895, pour le cas ol celte fonction est minima, cas dans lequel
les considérations que je viens de rappeler rendent le théoréme intuitif
(puisque la position d'équilibre correspondante est située dans la région
répulsive ); son raisonnement n’est dailleurs autre que celui qu’on dédui-

thalwegs, ces sommets étant de deux espéces différentes, suivant le sens de la conca-
vité en ces points. Mais l'utilité d’une pareille définition ne serait démontrée que le
jour ot 'on aurait élabli, pour le lieu en question, une relation particuliére avec les
trajectoires d’un point pesant sur la surface.

(*) Toutau moins si I'on se place dans I'hypothése générale, celle oir I'ensemble des

termes du second degré, dans le développement de cette fonetion autour du point con-
sidéré, peut prendre des valeurs négatives,
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rait de ces considérations, en les appliquant & ce probleme particulier (*).
Le cas général lui-méme avait été traité par M. Liapounoff dés 18g2.
Seulement, le Travail de M. Liapounoff n’avait été publié qu'en langue
russe et ne fut connu en France qu’au moment oil son Auteur en adressa
un résumé au Journal de Mathématiques, c'est-a-dire quelque temps aprés
la date ou javais obtenu et présenté a I'Académie une démonstration,
d’ailleurs un peu différente, de la proposition dont il s’agit.

La discussion & laquelle je m’étais précédemment live¢ m’a permis d’ap-
porter i celte démonstration un complément utile. Parmi les trajecloires
qui passent au voisinage d’une posilion d’équilibre instable, il en est, en
effet, sur lesquelles le caractére d’instabilité n’apparait pas, c¢’est-a-dire
qui restent indéfliniment comprises dans une petite région entourant cette
position. Quelles seront les formes de ces trajectoires? J'ai constaté qu’elles
peuventsediviser en deux catégories, lesunes, T, salisfaisant, dans toutleur
parcours a certaines condilions d'inégalité particuliéres, les aulres, T7,
asymplotiques i des trajecloires T'. Ainsi, si la fonction de force a, dans
le voisinage de l'origine, la forme

U(z,y)=azt=by'+... (a>o,b>0),

les trajectoires T’ coincident sensiblement avec des segments de I'axe des
@, I'écart étant d’autant plus petit que ces trajectoires sont assujetties i
rester plus prés de l'origine. On sail les résultats que I'étude de ces trajec-
loires a fournis peu aprés i M. Painlevé,

Tout important qu'’il fat, le probléeme précédent m’entrainait en dehors
de I'objel principal de mes recherches, a savoir du mouvement considéré
dans tout I'ensemble du domaine donné. Je reviens & cet objet en m’occu-
pant des géodésiques des surfaces & courbure positive. Toutefois je n'in-
sisteral pas sur ce point, ayant indiqué dans I'Introduction la proposition la
plus importante & laquelle.ie suis arrivé,

Pour achever ce qui concerne les matiéres contenues dans mon premuer
Mémoire sur celte question, je dirai un mot de la théorie des invariants
intégraux, que 'ai été amené i compléter sur un point de détail.

On sait que celle théorie permet de démontrer que, si I'on écarte cer-

(') M. Kneser a ¢galement é1é conduit a introduire le lemme cité plus haut sur les
dérivées d'une fonction qui tend vers une limite. Mais 'apparition du Mémoire
(Journal de Crelle, 1. CXVIII, 18g7) ol il énonce ce lemme est postérieure & la

présentation de mon propre Travail 4 I'Académie.
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laines Lrajecloires exceptionnelles, toutes les autres jouissent de la stabi-
lité 4 la Poisson, c’est-i-dire repassent un nombre indéfini de fois dans le
voisinage indéfiniment rapproché d’un quelconque de leurs points. Toute-
fois, la conclusion qui résulte du raisonnement de M. Poincaré n’est pas
absolument identique 4 celle que je viens d’énoncer. Il ressort seulement
de ce raisonnement que, ¢ étant un nombre donné quelconque, les trajec-
toires qui ne passent pas un nombre indéfini de fois 4 une distance moindre
que ¢ de leur point d’origine sont exceptionnelles. Cette conclusion ne
serait pas, 4 la rigueur, incompatible avec celle-ci que, parmi les trajec-
loires restantes, aucune ne possédat la stabilité & la Poisson. J'ai pu aisé-
ment remanier le raisonnement i ce pointde vue; )'ai méme été un peu plus
loin en cherchant la rapidité avec laquelle une trajectoire quelconque (non
exceplionnelle) se rapproche de sa position primitive : j"ai montré que la
distance minima entre un arc déterminé de trajectoire et un des arcs qui

le suivent pendant an temps T, décroit au moins comme Jﬁ (sila trajec-
V

Loire n'est pas exceptionnelle) (').

Javrive au cas des surfaces a courbure négative, Ici, les mémes principes,
joints aux considérations d’Analysis situs auxquelles il est fait allusion dans
'Introduction, conduisent, d’'une maniére entiérement intuitive, 4 une dis-
cussion compléte des courbes cherchées (*).

Celles-ci se répartissenl en quatre calégories :

1° Géodésiques fermées ;

2° Géodésiques asymploliques aux géodésiques fermées (*);

3° Géodésiques qui s’en vont & l'infini;

4° Géodésiques qui s'approchent d’une géodésique fermée déterminée
en s'enroulant autour d’elle (comme le ferait une asymptotique ), mais qui
abandonnent ensuite cette ligne pour se rapprocher (plus étroitement et

L

() Je me place, pour fixer les idées, dans le cas ol le nombre des degrés de liberté
est égal & 2.

(*) La discussion obtenue est méme plus satisfaisante & certains égards que dans le
seul autre cas ot 'on ait pu en établir une, celui des équations du premier ordre et
du premier degré. Pour ces derniéres, en effet, le nombre des cycles limites est en
général inconnu, au lieu que les géodésiques fermées de nos surfaces, tout en étant en
nombre infini, peuvent étre complées exactement, en ce sens qu'on peut les faire cor-
respondre d'une maniére univogue 4 une suite déterminée de sf'mholes numériques,

(*) Un examen plus approfondi de la question conduit & réunir en une seule classe
une géodésique fermée et ses différentes asymptotiques.
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pendant un temps plus long) d’une autre géodésique fermée; et ainsi de
suite indéfiniment.

Je n'insiste pas, I'ayant déja fait dans I'Introduction, sur le mode de
démonstration par lequel s’établit 1'existence des lignes de cette derniére
catégorie, et qui m'a conduit & reconnaitre, dans les géodésiques qui
restent 4 distance finie, la disposition assez élrange désignée (d’aprés la
terminologie générale de M. Cantor) sous le nom d'ensemble parfait non
continu. Les résultats précédents appellent d’ailleurs plusieurs autres
remarques relativement auxquelles je renvoie également a I'Introduction.

Dans un travail ultérieur (28), les résultats précédents sont complétés par
une étude plus approfondie des géodésiques qui s’en vont a l'infini. J'avais
déja démontré que ces lignes s'éloignent régulierement, c'est-a-dire sans
alternative de retour a distance finie; d’'une maniére plus précise, chaque
nappe infinie d’une surface & courbures opposées peut étre, sauf dans un
cas singulier, celui des nappes non évasées ('), considérée comme limitée
par une certaine ligne fermée dite ligne de gorge (parce qu’elle se réduit a
I'ellipse de gorge dans le cas de I'hyperboloide réglé) et possédant la pro-
priété suivante : une géodésique qui traverse la ligne de gorge pour péné-
trer dans lanappe infinie ne peut plus traverser celle ligne en sens inverse;;
elle s’éloigne indéfiniment sur la nappe infinie, de maniére que sa distance
a la ligne de gorge aille constamment en croissant.

Jai cherché & étudier de plus prés ce que deviennent les géodésiques
qui s'éloignent ainsi & I'infini. Soienl L une telle géodésique, M un quel-
conque de ses points; du point M abaissons sur la ligne de gorge une géo-
désique normale. Lorsque M s’éloignera indéfiniment sur la trajectoire L,
cette géodésique normale tendra vers une position limite déterminée.

La géodésique L, lieu du point M, pourra d'ailleurs tourner une ou
plusieurs fois autour de la nappe infinie; si la courbure tolale de celle-ci

(autrement dit 'aire de sa représentation sphérique) est supérieure a E.

il existe des géodésiques qui ne font point le Lour de la nappe. Dans le cas
contraire, il y a un minimum au-dessous duquel le nombre des tours ne
peut s'abaisser.

Dans le méme travail, je me suis occupé de vérifier, sur le cas élémen-
taire des quadriques réglées, quelques-uns des théorémes généraux que
j'avais démontrés sur la disposition des géodésiques. Celte vérification

(') Vair ci-aprés, p. 39,

Notice sur les travaux scientifiques - page 39 sur 61


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x01&p=39

BRI Sante

=R

n’est pas immédiate; elle ne se fait que moyennant certaines relations
Iinégalité entre intégrales définies hyperelliptiques. II est remarquable
que ces relations, qui intéressent exclusivement le domaine réel, s'ob-
tiennent par l'application du théoréme de Cauchy sur les intégrales de
fonctions de variables imaginaires, application analogue & celle qui m’avait
déja servi antérieurement (59) dans la discussion dune autre question de
Mécanique.

Ces mémes travaux sur les géodésiques des surfaces a courbures opposées
ont exigé des recherches d’une nature un peu différente et dont il me reste
a parler. Ainsi que je I'ai dit plus haut (voir Introduction, p. 12), les pro-
priétés des géodésiques dépendent essentiellement de I'ordre de connexion
de la surface. Il était done indispensable d’étre renseigné tout d’abord sur
la forme des surfaces a courbures opposées.

Dans mon premier Mémoire, J'avais déja élé conduit incidemment a
traiter une queslion de celte espece, relativement avx surfaces i courbure
positive. J'avais complété le théoréme connu de Bonnet sur ces surfaces
par la proposition suivante : Une surface i courbure partout positwe est tou-
Jjours simplement connexe; elle correspond d’une maniére univoque a sa repre-
sentation spherique.

Si, au conlraire, on passe au cas des surfaces 4 courbure partout néga-
tive, on conslate que de telles surfaces (supposées réguliéres) ont néces-

sairement des nappes infinies ('). Un principe trés simple conduit  cette
conclusion; il ’énonce ainsi @

Une surface réguliére a courbures opposées qui a un point commun avec un

(') Bien entendu, cette conclusion ne concerne que les surfaces et ne s'applique
pas aux variétés i deux dimensions, lesquelles peuvent fort bien étre complétement
limitées, tout en étant & courbure partout négative,

Dans le Cours professé au Collége de France en 18g7-18¢8, j"ai insisté sur I'impor-
tance que possédent en Mécanique ces variétés non applicables sur des surfaces.
L'exemple suivant mérite peut-tire d'étre rappelé i cause de sa simplicité : un corps

. homogéne de révolution peul tourner autour de son axe, lequel peut lui-méme Lourner
autour d'un axe vertical fixe auquel il est invariablement lié. La force vive d'un
pareil systéme a évidemment la méme expression que I'élément linéaire d'un plan.
Cependant, la variété correspondante (celle dont les géodésiques fournissent le mou-
vement de ce systéme), étant limitée en tout sens, n'est manifestement applicable ni
sur le plan ni sur aucune surface développable; elle nest représentable que par le

parallélogramme replié de Klein-Cliford (Kueix, Conférences de Chicago, p. go-g2
de la traduction Laugel).
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plan ne peut éire tout enticre d'un méme cbté de ce ptan (par conséquent
encore, un plan ne peut couper une portion finie de surface a courbures op-
posces sans separer en deux parties le contour qui la limite).

Celle proposition impose a la forme des surfaces a conrbures opposées
des conditions assez précises; elle semble capable de rendre des services
dans plusieurs questions analogues : c'est ainsi qu'elle a joué depuis un
role important dans les curieuses recherches par lesquelles MM. Min-
kowski et Liebmann ont démontré I'impossibilité de déformer la sphére et
celle de déformer infinitésimalement les surfaces convexes.

La méme proposition trouve encore son application dans 1'étude d'une
forme particuliére que peuvent présenter les nappes infinies des surfaces
i courbures opposées.

Dans le cas que I'on doit considérer comme général, une ligne fermée %
tracée autour de la nappe a nécessairement une longueur indéfiniment
croissante & mesure qu’elle s'¢loigne. Mais le contraire peut se présenter;
la nappe infinie est alors dite non évasée. La proposition précédemment
¢noncée montre qu'une Lelle nappe a en général un cylindre asymptote et
que la courbure géodésique tolale de la ligne % Lend vers zéro lorsque
celle ligne s'éloigne indéfiniment (*).

Dans I'étude des géodésiques, le cas des nappes non évasées conslitue
une sorte de cas singulier ou de cas limite offrant des difficultés spéciales
un peu analogues a celles qu’introduit la présence d’une racine double de
I'équation en s dans la réduction des substitutions linéaires.

Les surfaces a courbures opposées connues jusqu’alors étaient toutes a
connexion simple ou double. Or, les résultats relatifs aux géodésiques ne
prennent leur forme la plus remarquable que quand I'ordre de connexion
est supérieur & deux. Il importait, par conséquent, de montrer I'existence
de surfaces régulieres 4 courbure négative, 4 connexion plus ou moins
¢levée et & nappes infinies toules évasées. Divers procédés, sur lesquels je
n'insisterai pas, permettent de former de telles surfaces.

Les résultats dont j'ai parlé jusqu'ici peuvent étre continués dans
diverses directions. Entrainé par dautres recherches, je me suis contenté
de signaler sommairement (26, 27) deux de ces extensions. L'une d'elles

(%) La démonstration donnée de ce dernier fait dans mon Mémoire (25, p. 37) est
soumise & quelques restrictions; j'ai, dans mon enseignement au Collége de France
(1897-1898), démontré la méme proposition en toute généralité,
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est mentionnée dans I'Introduction (p. 14); c'esL celle qui est relative au
cas de plusieurs variables.

_ La seconde vise spécialement les géodésiques de la quatrieme catégorie.
Etant donnée une telle géodésique, il y aurait lieu d’examiner la loi suivant
laquelle se succeédent les géodésiques fermées dont elle se rapproche suc-
cessivement. Mais cette recherche serait trés ardue si 'on n'étail mis sar
la voie de la loi cherchée par I'examen d'un cas oi les géodésiques soient
connues. Il semble, au premier abord, que les cas ol I'inlégralion peut
s'effectuer ne puissent jamais offrir les dispositions compliquées dont nous
avons parlé plus haut. Il existe cependant un exemple de cette espéce,
lequel est fourni par certaines multiplicités liées a la théorie des groupes
fuchsiens (') : on peut alors obtenir aisément la loi de succession deman-
dée. Il resterait & savoir si la loi ainsi trouvée peut s’élendre au cas gé-
néral.

Equations aux dérivées partielles. Physique mathématique.

Un autre sujet de recherches que j’ai simplement indiqué jusqu’ici, mais
que je compte développer un jour, est mentionné dans une courte Note (30)
sur les Invariants intégraux et I'Opligue.

La théorie des invarianls inlégraux de M, Poincaré recoit, dans ce Tra-
vail, une application assez différente de toutes celles qui en ont été four-
nies jusqu’da présent. On sait que I'un des problémes fondamentaux de
I'Optique géométrique est le suivant, posé par M. Brans (*) :

Trouver les lots de correspondance entre rayons lumineuz qui peuvent étre
obtenues par une serie de réflexions et de réfractions.

En particulier, M. Bruns établit qu'une telle correspondance ne peut
étre ponctuelle (autrement dit aplanétique, dans la terminologie des physi-
ciens) sans se réduire & une similitude. Il semblait bien probable, a priori,
que le rapport de similitude dut alors nécessairement &tre égal a 1; mais
cela ne résultait pas du raisonnement de M. Bruns. Or c'est ce que la
théorie des invariants intégraux permet de démontrer aisément.

(') On sait que celte théorie avait depuis longtemps conduit M. Poincaré a I'intro-
duction des ensembles parfaits non continus. La considération des multiplicités dont
nous parlons conduil & considérer les ensembles ainsi trouvés par M, Poincaré comme
un cas particulier de ceux que nous avons rencontrés dans ce qui précéde,

(*) Das Eikonal (Abhandlungen der Sdchs. Gesellsch., v. XXI; 18g5).
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Ce résultat est moins intéressant en lui-méme que parce qu’il montre
la théorie dont nous parlons comme capable de contribuer a la solution
générale du probléme de M. Bruns.

Les autres recherches que j'ai failes dans le domaine de la Physique ma-
thémalique ont toutes été développées dans mon enseignement du Collége
de France ou sonl en rapport étroit avec cet enseigneément.

T'ai commencé par approfondir la théorie de la propagation des ondes &
laquelle s'attache le nom d’Hugoniot.

A la vérité, l'origine de cetle théorie doit élre cherchée un peu plus
haut; il faut, semble-t-il, la faire remonter 4 deux Mémoires de M. Chris-
toffel, insérés aux Annali di Matematica (') et dans lesquels I'auteur prend
pour point de départ le Mémoire connu de Riemann : Ueber die Fortpflan-
sung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite. Celle circonstance
se trouve, en l'espece, avoir un inconvénient : M. Christoffel s’atlache, en
effet, aux ondes de choc, dont I'existence a été découverte par Riemann.
Or celles-ci conslituent un cas singulier dont I'étude doit logiquement
suivre et non précéder celle des ondes d’accélération. En raison méme de
la difficulté particuliére offerte par le cas qu'il traite, I'auteur est conduit
4 se limiter aux disconlinuités infiniment petites, ce qui diminue la portée
de son analyse. Par contre, M. Christollel se préoccupe de la signification
géométrique des résultats, laquelle a été laissée de colé par Hugoniol.
Mais une notion fondamentale appartient a ce dernier : c'est celle de
compatibilité, dont la nécessité ne parait pas avoir été apergue par
M. Christoffel.

Dans le cours professé en 18g8-1899, j"ai établi la théorie cinématique
(voir I'Introduction, p. 16) des discontinuités dont il s’agit.

Auparavant, j'avais exposé les principaux résultats acquis relativement
au second des trois problémes de la théorie des fonclions harmoniques,
celui ot 'on donne sur la frontiére, non les valeurs de la fonction cher-
chée elle-méme, mais celle de sa dérivée normale (probléeme hydrodyna-
migque). J'ai été amené & compléter quelques-uns de ces résultats, particu-
lierement en ce qui concerne les fonctions auxquelles Fr. Neumann et
M. Klein font jouer, pour le probléme en question, le role que remplit la
fonction de Green pour le probleme de Dirichlet. On peul montrer, a cet

(1) a®série, 1. VIII; 1877,
H. : 6
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égard, qu'il est inutile de compliquer la fonction de Neumann, comme |'a
fait M. Klein, pour obtenir une expression qui reste inaltérée par I'échange
des points dont elle dépend : il suffit de préciser convenablement la défi-
nition de cette fonction (').

1'ai ensuite considéré le mouvement rectiligne d'un gaz (*) et discuté le
curieux phénoméne de choc spontané découvert par Riemann et par Hu-
goniot. L'équation du nouveau mouvement qui prend naissance dans cette
circonstance représente une surface & aréle de rebroussement, de sorte
qu'il s’engendre une nouvelle intégrale de I'équation du probléme, munie
’une ligne de singularités et qui est représentée par la combinaison de
deux développements en série, I'un & une variable (donnant l'équation
de l'aréle de rebroussement inconnue), I'autre a deux variables. Seule-
ment, on ne démontre pas, par ce procédé, la convergence des séries
ainsi obtenues, application directe du calcul des limites étant probable-
ment impralicable. [l existe, heureusement, un autre moyen d’arriver aun
but, qui est de faire disparaitre la singularité par une transformation de
contact. Il faut loulefois observer qu’on serait ainsi conduil a un pro-
bleme d'un genre nouveau, analogue & celui qui consisterait a déter-
miner une surface intégrale d'une équation aux dérivées partielles du
second ordre par la condition de couper deux surfaces données sous des
angles donnés.

Une question qui se pose naturellement est la suivante : Supposons le

(') Une remarque analogue s'applique a la résolution de I'équation d,u = F (oi1 4,
est le second paramétre différentiel de Beltrami et I' une fonction donnée). Le role de
la fonction de Green peut alors étre joué par une fonction ayant un seul point singu-
lier et satisfaisant, non & P'équation A,u= o, mais & I'équation A,u = const., el on
peut déterminer cette fonction de maniére a obtenir un théoréme d'échange analogue
a celui dont il vient d'étre question, Par exemple, sur la sphére, la fonction cherchée

. 0 . ; R, ;
est log sin ~ (0 étant la colatitude). Ces résultats s'appliquent d'ailleurs au probléme

hydrodynamique : ils permetient de ramener ce dernier au probléme de Dirichlet el a
des quadratures, pour le volume compris entre deux sphéres concentriques.

(*) Ce mouvement, lorsque la loi de compressibilité est la loi adiabatique, dépend,
comme on sait, de I'équation d'Euler et de Poisson. On peut se demander ce qui arri-
verait si le gaz se comprimait d'aprés la loi de Mariotte. L'équation aux dérivées par-
tielles qui interviendrait alors est celle des télégraphistes. On est ainsi conduit i
regarder celle derniére comme un cas limite de la premiére. Bien entendu, le fait que

la fonction de Bessel est une forme limite de fonction ]]erergénmé[riqug se déduit
immédiatement du précédent.

Notice sur les travaux scientifiques - page 44 sur 61

il


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x01&p=44

EBIT Sante

phénoméne de Riemann-Hugoniot produit dans un tube indéfini dans un
sens. Deux ondes vont se produire : 'une des deux ira en rétrogradant
et finira par renconlrer le piston sur lequel elle se réfléchira. Aprés celte
réflexion (du moins dans cerlaines conditions), cette nouvelle onde ratira-
pera la premiére. Leur renconlre produira un nouveau systéme de deux
ondes, d’oit une nouvelle réflexion, et ainsi de snite. On peut se demander
si les élats de mouvemenl qui se succédent ainsi tendent vers un état
limite. On ne saurait aborder actuellement cette question dans sa généra-
lité, puisque cela supposerait la discussion compléte du phénomene de
Riemann-Hugoniot. Mais il est un cas o 'on peat oblenir la solution :
c'est celui qui a été considéré en particulier par Hugoniot et ou la loi de
mouvement du piston est telle que toutes les ondes successivement pro-
duites se rattrapent en méme temps : si le piston, en accélérant son mou-
vement d’aprés cetle loi, alteint une cerlaine vitesse V et garde ensuite
cetle vilesse, on constate que la queslion posée toul i 1'heure doit étre
résolue affirmativement : le mouvement du gaz tend vers un état limite,
celui qui aurait existé si le piston, d’abord au repos, avait pris brusquement
la vitesse V.

Dans le Cours professé en 1899-1goo, j'ai appliqué la théorie précé-
demment développée a I'Hydrodynamique i trois dimensions, pour laquelle
Hugoniot s’était contenté d’assigner la vitesse de propagation de 'onde sans
s’inquiéter de la question de compatibilité. On a vu plus haut (Introduction,
p. 17) quelques-uns des résultats qui apparaissent lorsqu’on traite celte
derniére. J'ajouterai simplement la remarque suivante : la vitesse de pro-
pagation de I'onde n’est déterminée par Hugoniot qu'au signe prés. 1l y
aurait donc deux sens de propagation possibles entre lesquels la conti-
nuité déciderait seule (en supposant celte continuité démontrée). La for-
mation des conditions de compatibilité fait voir les choses sous un tout
autre jour : elle montre la vitesse cherchée comme la solulion commune
de plusieurs équations du premier degré, lesquelles doivent étre concor-
dantes s'il y a compalibilité; dans le cas contraire (lequel doit, bien
entendu, étre regardé comme exceptionnel ), les deux propagations de sens
contraires dont je viens de parler se produisent, en général, & la fois et
peuvent méme étre accompagnées d'un glissement des deux couches
aériennes |'une sur l'autre.

Aprés avoir également appliqué la théorie aux mouvements élastiques
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avec déformation finie ('), j'ai exposé les relations qui existent entre la
théorie d’Hugoniot et la théorie générale des caractérisliques. Je me con-
tenterai de renvoyer a I'Introduction relativement aux résultats que j'ai
établis dans celte derniére voie. J'insisterai, par contre, sur certaines des
analogies que 1'on doit noter entre les équations aux dérivées partielles du
second ordre i caractéristiques réelles et les équations & caractéristiques
imaginaires. Pour ces dernitres, pour 'équation de Laplace, par exemple,
on sait que le probleme de Cauchy n’est pas possible, dans le cas gé-
néral (*). Au contraire, pour I'équation du son,

Ao B a A A

a0 dxt dy* ds?

¢’est au probléme de Cauchy que s'applique la solution bien connue de
Poisson. Mais il .faut tenir compte du role essentiel que joue dans ces pro-
blemes le choix de la multiplicité initiale. Pour Poisson, cetle multiplicité
n’estautre que le plan ¢ = ¢,. D'une maniére plus générale, supposons que
la multiplicité initiale satisfasse 4 la condition d'élre extérieure au céne
caractéristigue qui a pour sommet un quelconque de ses poinis. Dans ce cas,
non seulement les formules de Poisson et de Kirchhoff donneront en chaque
point la valeur de la solution, mais on peut faire la synthése de cette
solution, ¢'est-i-dire montrer qu’elle satisfait effectivement aux conditions
du probléme.

Si, au contraire, on considére le probléme traité par Kirchhoff et dans
lequel la multiplicité fondamentale, représentée par une équation entre z,

(1) Tai été conduit, en particulier, & trouver pour de telles déformations les con-
ditions de stabilité de I'équilibre interne et & constater qu’elles eoincident avec les
conditions de réalité des vitesses de propagation,

(*) Le probléme de Cauchy est celui qui consiste & trouver une solution d'une
équation aux dérivées partielles, connaissant (dans le cas du second ordre) les valeurs
de la fonction cherchée V et de ses dérivées premiéres sur une surface donnée : par

exemple, les valeurs de V et de L;:r pour & =o,

Je signalerai, dans cet ordre d'idées, la question suivante : Soit wne solution
inconnue N de Uéquation de Laplace. On donne la distribution (non analytique)

des valeurs de V pour x =o. Quelle devra étre la distribution des valeurs de i

ol
pour que le probléme soit possible? La réponse i celle question est trés simple et
s'oblient sans aucune difficalté; mais la méthode que 'on est conduit 3 em ployer est
sans doute susceptible de rendre des services dans d’avtres circonstances,
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¥, 3 seuls, coupe le cne caractéristique qui a pour sommel I'un quelconque
de ses points, on obtient encore, par les formules de Kirchhoff, les valeurs
de la solution s'il en exisle une; mais la synthése est impossible et, de fait,
une seconde série de formules, également établies par Kirchhoff, montre
qu'il v a une infinité de conditions de possibilité.

Le cas de Kirchhofl ne correspond pas aux conditions ordinaires du
probléme de Cauchy, car 'équation F(z, y, 5) = o de la multiplicité initiale
est supposée représenter une surface fermée. Prenons donc le cas ou la
surface I (, y, 5) = o est ouverte : soit, pour fixer les idées, F = . Celte
fois, les formules de Kirchhoff ne donnent aucun résultat. Mais si I'on
prend les données initiales indépendantes de ¢, on voit immédiatement que
le probléme est nécessairement, dans le eas général, soit impossible, soit
indéterminé.

Il est un peu plus difficile de décider d'une maniére rigoureuse entre
ces deux dernitres hypothéses : autrement dit, de juger si I'équation

N % (d“" Yo a8y & V)

R dy

Ty T

. e ; adV
admet une intégrale (non analytique) telle que V et 5~ sowent nuls pour x = o.
On y parvient (') en ramenant la question a la suivante : Ewiste-t-il une
fonction U, non identiquement nulle, telle que les intégrales f UdS et f :—I; dS

s'annulent toutes deux lorsqu’on les étend a la surface de n'importe quelle
sphére ayant son centre dans le plan x = 0? — Question qui se résout par la
négative. Il est done établi que le probléme de Cauchy, dans les conditions
qui viennent d’étre indiquées, est, en général, impossible, tout comme si
I'équation était & caractéristiques imaginaires.

On observera qu’il y a la a la fois une analogie et une différence avec ce
qui se passe pour le cas de deux variables indépendantes, dans lequel,
élant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre  carac-
téristiques réelles et distinctes, et une courbe qui est coupée par les ca-
ractéristiques de I'un des systémes en deux points, on peut (*) se donner

(') Ce résultat est encore inédit,

(*) Le fait en question résulte d'une proposition démontrée par M. Picard dans le
tome IV des Legons sur la théorie des surfaces, de M., Darboux (Note I, n® 3, p. 361~
362). Toutefois, j'ai dd (31) compléter cette proposition en faisant voir que la solu-
tion du probléme traité, a I'endroit cité, par M. Picard est unique.
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Pinconnue elle-méme, ainsi qu'une de ses dérivées sur une partie C, de la
courbe, mais un seul de ces deux éléments sur I'aulre partie C,, ou l'in-
verse (C, et C, pouvant étre échangées). Dans le cas des ondes sphe-
riques, on doit également diviser la multiplicité initiale en deux parties
correspondant aux deux arcs de courbe qui viennent d’étre considérés;
mais les roles respectifs de ces deux régions sont déterminés @ priort et ne
sauraient étre échangés.

Une remarque d'ordre différent conduit encore a un rapprochement
entre les deux calégories d'équations. M. Delassus a montré qu’une inté-
grale d’une équation aux dérivées partielles du second ordre & deux va-
riables indépendantes ne peut admelire une ligne singuliere (du moins
lorsque cette singularité appartient aux espéces les plus usuelles), si celte
ligne n’est pas une caractéristique; et celle proposilion s'étend d'elle-
méme aux surfaces singuliéres, dans le cas de plusieurs variables indépen-
dantes.

Inversement, j'ai conslalé qu'étant donnée une ligne (ou surface) ca-
racléristique /= o, laquelle est supposée sans points singuliers dans le
domaine que I'on considére, on peut aisément trouver pour 'équation
proposée des intégrales lelles que

'iil
Plogf+ Q, 7 +Plogf+0Q

ot P, Py, Q sont des fonclions régulieres.

Ces intégrales sont en relation évidente avec celles qu'on doit former
(ainsi que I'a remarqué M. Picard) pour élendre & une équation du second
ordre quelconque (') les résultals que fournit, pour 'équation de La-
place, l'introduction de la fonction logr : intégrales qui sont de la forme
Plogr +- Q (P et Q étant toujours des fonctions réguliéres). Celles-ci s'ex-
priment aisément en fonction des premiéres, dans le cas ou les coefficients
de 'équation donnée sont analytiques.

Cette méthode est, comme on le voil, inférieure i celle de M. Picard
en ce qu'elle suppose les coeflicients analytiques; mais elle a I'avantage
d’étre plusrapide etsurtout de s'appliquer, sans aucune modification, aux
équalions complétes (renfermant les dérivées du premier ordre) ().

(') A deux variables indépendantes el i caractéristiques imaginaires.

(*) En particulier, elle démontre immédiatement ce théoréme de M, Picard ;: Une
dquation du second ordre G deux variables indépendantes, caractéristiques tma-
ginaires el a coeffictents analytiques, n'admet que des intégrales analytiques.
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On peut d’ailleurs espérer arriver, par cetle voie, 4 un résullat analogue
pour les équations & trois variables, en combinant la méthode précédente
avec celle qu'a indiquée récemment M. Fredholm.

Si maintenant nous passons au cas des caractéristiques réelles (le
nombre des variables élant de nouveau supposé égal & deux) ('), il est
clair que la forme d’intégrale qui correspond i celle qu'a considérée
M. Picard sera

u=Plog[(x —ax:)(y — y)] + Q.

La délermination de la fonction P résulte évidemment des considéra-
tions rappelées tout & I'heure. Or cette détermination conduit & la consé-
quence suivante : La fonction P n'est autre que la fonction fondamentale de
Riemann. On voit ainsi, sous un point de vue nouveau, 'analogie qui existe
entre cette derniére et les fonctions qui remplissent le méme role pour le
cas des caractéristiques imaginaires.

1y 11 n'est plus nécessaire de supposer les coelficients analytiques.
p | yuq
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CHAPITRE TII.

Algebre, — 3%. Sur le module maximum que puisse atteindre un déterminant
: (Comptes rendus de I' Acad. des Sciences, 26 juin 1893).

35. Résolution d’une question relative aux déterminants (Bull. des Sc. math.,
t. XVII; septembre 1893 ).

36. Sur I'élimination (Comptes rendus de I’ Acad. des Sciences, 10 décembre 18g4).

37. Mémoire sur I'élimination ( Acta mathematica, 1. XX; 18g6).

38. Sur la démonstration d'un théoréme d’Algébre ( Procés-Verbaux Soc. Se. phys.
et nat. Bordeauz, 1* avril 1897).

39. Sur les conditions de décomposition d'une forme ternaive (fbid., 13 mai 18g7).

W0, Sur les conditions de décomposition des formes ( Bull. de ia Soc. math. de Fr.,
t. XXVII; 18gg).

Géométrie, — 1. Recherche des surfaces anallagmatiques par rapport & une infinité
de poles d'inversion ( Bull. des Sc. math., 2° série, t. I1; mai 1888),

k2. Sur une congruence remarquable et sur un probléme fonctionnel qui s’y rattache
(Procés-Verbauz Soc. Se. phys. et nat, Bordeaur, 14 février 18g3).

k3. Surles lignes géodésiques des surfaces spirales et les équations différentielles qui
s'y rapportent (lbid., § juin 18g6).

&%, Sur la généralisation du théoréme de Guldin (Bull, de la Soc, math. de Fr.,
7 décembre 18g8).

b5. Sur les ¢léments linéaires i plus de deux dimensions (Bull. des Se. math.; 1gor).

46, Sur les réseaux de coniques (Ibid.; 1go1).

Analyse. — 7. Sur les caractéres de convergence des séries i termes positifs
(Comptes rendus de U Acad. des Sciences, 11 décembre 18g3),

k8. Sur les caractéres de convergence des séries i termes posilifs et sur les fonetions
indéfiniment croissantes [ Acta mathematica, 1. XXVIII; 1894 (avec Note
additionnelle )],

4). Sur Pexpression du produit 1.2.3....(n —1) par une fonction entiére ( Bull.
des Sc. math., a° série, t. XIX; 18g5).

50. Sur une forme de l'intégrale de I'équation d’Euler (7bid., a° série, t. XX; 18g6).

51. Sur les éléments infinitésimaux du second ordre dans les transformations pouc-
tuelles ( Procés-Verbauz Soc. Se. phys. et nal. Bordeaur, 19 décembre 18g3).

52. Sur certaines applications possibles de la théorie des ensembles (Congrés inter-
national de Zurich, aoit 1897).

Mécanigue. — 53. Sur les mouvements de roulement (Comptes rendus de U Acad.
des Seiences, 23 avril 18g] ).

5%. Remarque sur les rayons de courbure des roulewtes ( Proecés-Verbaux Soc. Se.
phys. et nat. Bordeauzx, 19 avril 18g4).
H.

7
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55. Sur le théoréme de Jacobi relatif au mouvement d'un corps pesant de révolution
fixé par un poinl de son axe (Mémoires, Jbid., 19 juillet 1894).

56. Sur les mouvements de roulement (Procés-Verbaux, fbid., 4 série, L. V; 18g5).

57. Sur certains systémes d'équations aux différentielles totales (lbid., 7 fé-
vrier 18g3).

[Ces deux travaux (n°* 56 et 57) ont été réimprimés dans le Volume de
M. Appell, Les roulements en Dynamigue (Collection Scientia).]

58. Sur le tautochronisme ( Procés-Verbaux Soc. Se. phys. el nat. Bordeauw, 7 {é-
vrier 18g3),

59. Sur la précession dans le mouvement d'un corps pesant de révolution fixé par un
point de son axe (Bull. des Se. math., 2° série, . XIX; 1893).

60. Sur la stabilité des rotations d'un corps solide pesant (Association francaise :
Congres de Bordeauaz, 18g5).

1. Sur les principes fondamentaux de la Mécanique ( Procés-Verbaux Soc. Se. phys.
et nat, Bordeaux, 18 mars 18g7).

Philosophie et Enseignement. — 62. Lecons de Géométrie élémentaire (Géométrie
plane). Paris, Armand Colin; 18g8,

63. Lecons de Géométrie élémentaire (Géométrie dans Uespace), Armand Colin;
1gor.

6%. Note sur I'induction et la généralisation en Mathématiques (Congrés interna-

tional de Philosophie, Paris, 1900).

Algébre.

Parmi les résultals qui ne se raltachent pas direclemenl aux matiéres
exposées dans les deux Chapitres précédents, il en est un qui appartient
au domaine de I'Algebre et sur lequel je voudrais attiver un instant "at-
tention. Cest un théortme (34, 35) qui donne le maximum du module
d'un déterminant quelconque n, lorsqu’on donne une limite supérienre A
du module des éléments.

n

Ce maximum est A"2°, 1l est cffectivement atleint : le plus grand de-
terminant satisfaisanl a la condition indiquée n'est autre que le délerminant
de Vandermonde formé avec les racines de I'équation binome 2 — A" = o.
Mais celte solution peut ne pas ére la seule : pour certuines valeurs de n,
on trouve facilement une l:‘l'.'lii grande variété de délerminants possédant la

méme valeur maxima A"7*, D'autre part il est remarquable que, si n n’est

pas divisible par 4, le déterminant maximum ne peut pas éire i éléments
réels.

Le théoréme peut s'énoncer sous celle forme un peu plus générale :

Sotent S, la somme des carrds des modules des éléments de la premiére

-~
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colonne, S, la somme analogue pour la seconde. ,.; Sy, ..., la somme des
carrés des modules des éléments de la colonne de rang k. Le module du déter-

minant est au plus égal @ \/S,.S,...S,.

La question ainsi résolue paraissait offrir une certaine difficulté et,
d’autre part, ne peut manquer de se présenter dans les recherches mo-
dernes ou les déterminants d’ordre quelconque jouent un g grand role.
En fait, sa solution a été employée depuis Jans plusieurs travaux, entre
autres dans un Mémeire publié récemment par M. Fredholm sur le pro-
bleme de Dirichlet. L'analyse de M. Fredholm repose sur l'introduction
d’une certaine fonction développée en série de Maclaurin et surle fait que
celte fonction est entiere; or on démontre ce dernier fait en appliquant le
théoréme précédent aux coefficients, lesquels contiennent des détermi-
nants d’ordre de plus en plus élevés.

36, 37, 39, 40. La méthode des fonctions symétriques permet d'opérer
I'élimination de n inconnues entre n + 1 équalions algébriques. Dans
cetle méthode, les calculs a effectuer varient avec I'ordre dans lequel on
considére les équations données. Quelle influence cet ordre a-t-il sur le
résullant obtenu? J'ai constaté que celui-ci ne peual étre modifié que quant
au signe, la conservation ou le changement de ce signe dépendant des
degrés des équalions données et de la nature de la permutation,

Outre son intérét théorique évident, celte remarque a un certain nombre
d’applications. Non seulement, en effet, elle permet d’évaluer les produits
de la forme IR(a;, ;) (R étant une fraction rationnelle), étendus aux
points a;, y; o se coupent deux courbes algébriques données, produits
qui interviennent dans des théorémes tels que ceux de Laguerre (Comptes
rendus, t. LX, p. 71-73) et d'Elling Holst (Math. Annalen, t. X1); mais en-
core, moyennanlun artifice simple, elle donne également, dans les mémes

conditions, les sommes Eﬁ(m;,y,-). On en déduit aisément 'expression

des sommes d'intégrales qui font I'objet du théoréeme d’Abel. On retrouve
ainsi, par une voie purement algébrique et élémentaire, les théorémes
établis & 'aide des fonctions fuchsiennes par leur auteur, M. Humbert, et
i l'aide des fonctions abéliennes par MM. Appell et Goursat.

D’autre part, j'ai en méme lemps étudié la représentation symbolique
du résullant, et, par la, j’ai élé amené & considérer la théorie des formes
sous un point de vue particulier : celui des résultats indépendants du
nombre des variables. 1l est clair-que, sous ¢e point de voe, les facteurs
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symboliques @, interviennent seuls, a I'exclusion des facteurs délermi-
nants. Mais, de plus, les facteurs de la forme a, ont entre enx, tant que le
nombre des variables ne dépasse pas une cerlaine limite, certaines rela-
tions qui disparaissenl lorsque ce nombre s'accroit. On doit done ima-
giner que les variables coient en nombre assez grand pour que les relations
en queslion cessent de se présenter.

38. La démonstration classique d’un des théoremes les plus impor-
tants de I’Algébre, a savoir I'impossibilité de la résolution algebrique des
équations au dela du quatrieme degré, présentail une lacune a laquelle il
est d'ailleurs aisé de remédier, mais que j'ai eru utile de signaler, en raison
de I'importance du sujel.

Géométrie.

Jai développé, daus le Chapitre 11, les propositions démontrées d'une
part sur la forme générale des géodésiques, d'autre part sur la forme des
surfaces & courbure scit exclusivement positive, soit exclusivement négu-
tive. J'al obtenu, sur diverses aulres questions de Géométrie, les résullats
suivants :

41. M. Fouret a démonlré que le cercle est la seule courbe qui soit
transformable en elle-méme par une infinité d’inversions dont les poles
forment une ligne. Il y avait lieu de se poser une question analogue dans
I'espace. On arrive aisément i celle conclusion que les surfaces (uisoient
anallagmatiques d'une infinilé de maniéres sont les inverses de cones ou
de surfaces de révolution (ce qui revient au méme lorsqu'on admet les
inversions imaginaires ).

Les cyclides de Dupin (et elles scules) admettent dewx séries d'inver-
sions qui les transforment en elles-mémes.

42, La théorie des systémes de complexes conduil 4 considérer deux
congruences ayant enlre elles la velation remarquable suivante : lorsqu’une
droite de la premiere congruence et une droite de la seconde sont rectan-
gulaires entre clles, elles se coupent. Jat recherché si on avait ainsi les
congruences les plus générales qui pussédent cette propriété. Celle
question, qui olfre un certain inteiét par la forme particuliere du probléme
fonctionnel augquel elle conduit, se résout affirmativement.
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43, La recherche des géodésiques des surfuces spirales revient, ainsi
qu'il est établi dans les Legons sur la théorie des surfaces de M. Darboux, 4
l'intégration d’une équation differentielle du premier ordre du type

r+(Z)=se.

M. Darboux a indiqué plusicurs formes auxquelles on peul ramener 'éjua-
Lion ainsi écrile.

Or, un autre mode de résolution de la question conduit a une forme
d’équation toute différente de celles qu'a obtenues M. Darboux, i savoir

v
S T
du_?{” ik

" : 5 dy\* ;
L’ équation y* + (H) =fi; :x:) peut donc étre ramenée au Lype que nous vencns

e 'écrire. Bien entendu, on arrive aisément 4 trouver une Llranslormalion

de contact par laquelle s’opére le passage entre les denx équations préce-
dentes,

44. On sait que le théoréme de Guldin a été généralisé par M. Kanigs,
lequel a démontré que le volume engendré par un contour invariable
donné, dans un mouvement donné, pouvait s'exprimer par le moment
mutuel de deux systémes de segments dont I'un ne dépend que de la
nature du mouvement, I'autre que de la forme du conlour.

La signification du premier systéme de segments apparait aisement. Il
n'en est pas de méme de celle du second, qui se présente au premier
abord comme un pur résultat de caleul. J'ai montré que ce second systéme
de segments a yne interprétalion géométrique bien simple : on I'obtient
en composant des pressions normales réparties uniformément sur une
surface quelconque limitée au contour donné.

38. L'espace ordinaire (euclidien ou non) posséde celte propriété par-
ticulitre que ses géodésiques peuvent élre, d'une infinilé de maniéres,
assemblées de fagon 4 former des surfuces, chacune de celles-ci étant
telle que la géodésique qui passe par deux de ses poinls v est conlenue
tout entiére.

On peut se demander s'il existe d’autres éléments linéaires possédant la
méme propriété.

Dans le cas de trois dimensions, si I'on demande que les surfaces géodé-
siques (c¢'esl-a-dire chaque surface jouissant de la propriété indiquée)
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soient en nombre triplement infini, on relombe sur I'espace ordinaire ; mais
il existe une infinité d’autres éléments linéaires possédant des surfaces
géodésiques en nombre doublement infini, de maniére que par chaque
géodésique il passe une telle surface, et une seule.

39. Délermination de la cubique telle que le réseau de ses premiéres
polaires coincide avec un résean de coniques donné. Les identités obtenues
fournissent un théoréme simple sur trois coniques quelconques.

Analyse.

47, 48, 52. Les théorémes généraux de Du Bois-Reymond sur la crois-
sance des fonctions m’ont permis de généraliser un théoréme connu d’Abel
en montrant que lout criterium de convergence pour les séries & termes
positifs, fondé sur Uemploi des séries de comparaison, peut toujours &lre
mis en défaut ('), méme s'il introduit une suite indélinie de séries de
comparaison, pourvu que celte infinité soit dénombrable,

Ce résultat a appelé mon attention sur les ensembles composés de
fonctions, lesqucls s'introduisent d'aillears dans la |]1u|:lart des (uestions
qui préoccupent les géométres de notre époque. Jai indiqué (52), sans
qu’elle ait d’ailleurs élé résolue jusqu’ici, une question dont 1'étude serait
intéressanle 4 cet égard, celle de 'ensemble qui aumére un ensemble con-
tinu de fonctions.

49. Le produit 1.2.3...(n—1) s'exprime par la fonction I'(n), c'esl-
a-dire par une fonction méromorphe. Des procédés bien connus permettent
d'exprimer le méme produit par une fonction entiére : an obtient le résultat
simple

I e .(n—x):\/g[li‘[u.} Uln+1)=U(n) Un+1)],

U(z) = ia?sin%fr(f).

E 2

50. J'ai montré qu'on pouvait tirer les dillérentes formes de I'intégrale
de 'équation d'Euler, y compris la forme entiére exprimée par un déter-

(') 1l est bien entendu que le criterium est en défaut sans fire inapplicable, en
prenant ces mols au sens que leur a donné M. Borel,

i . dans son Mémoire bien connu
sur les séries divergentes,
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minant (Stieltjes, 1888), d'une origine unique, I'intégrale qui résulte
immédiatement du théoréme d’Abel.

51. Un probléme résolu par M. Picard, dans des recherches bien connues
(Journal de Mathématiques, 4° sévie, t. VIII; 1892) conduit a considérer les
différents sous-groupes du groupe formé par les transformalions qui lient
les éléments infinitésimaux do premicr et du second ordre, dans une trans-
formation ponctuelle quelconque.

Une question intéressant les transformations de I'espace conduit de
méme & rechercher les sous-groupes distingués du méme groupe.

Mécanique.

Jinsisterai avant tout sur les travaux 53, 56, 37, relatifs aux mouvements
de roulement.

Ces sortes de mouvements soulévent, comme on sait, une gfﬁve diffi-
culté de Mécanique analytique. En effet, les liaisons de roulement, se tra-
duisant par des équations infinitésimales non intégrables, ne peuvent élre
employées qu'avec certaines précautions dans la formation des équations
de Lagrange : on ne peut, en parliculier, les employer pour transformer
l'expressiun de la force vive, ainsi qu'on fait pour les équalions en termes
finis qui expriment les liaisons ordinaires.

J'ai cherché dans quelle mesure cette difficullé pouvail étre lournée, et
je suis arrivé a cette conclusion trés simple que, lorsque les lisisons intro-
duites dans un probléme de Mécanique s’expriment par des équations aux
différentielles totales, certaines de ces équations (ou certaines de leurs
combinaisons) peuvenl étre employées sans aucune précaution, comme les
équations en Lermes finis. C'est ainsi que, dans le roulement d’'une courbe
sur une surface, on peul trailer comme une équ:lt'mn en Lermes finis
I'équation qui exprime I'absence de glissement longitudinal.

Cutre son ulilité en Mécanique, la formation des combinaisons dont je
viens de parler présente une particularité analytique digne d’attention. On
sait que, pour intégrer un systeme linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre & une seule fonelion inconnue (¢quivalent, comme il esl bien
connu, a un sysleme d’équations linéaires aux différentielles totales), il
convient lont d’abord de le rendre complet, ce qui se fait par 'application
répétée de 'algorithme introduit par Poisson et considéré par Jacobi, Lie
el Maycr : algorithme dont les propriétés d'invariance jouent un role fon-
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damental en 'espéce. Le résultat obtenu en poursuivanl jusqu’a épuisement
les opérations de Lie inlervient seul dans lintégration du systéme aux
dérivées partielles.

Il semble cependant que chacune des séries successives d’opérations
ainsi effecluées puisse jouer un réole dans I'étude du systéme, puisque cha-
cune d’elles individuellement présente les propriétés d’invariance que nous
venons de rappeler, C'est effectivement la premiére de ces séries qui fournit
la solution du probleme de Mécanique analytique dont j"ai parlé ci-dessus :
il n’existe point, jusqu’ici, d'autre exemple d'un fait de celte nature.

59. Je mentionnerai encore d'une maniere spéciale un Travail sur la
précession dans le mouvement d'un corps pesant de révolution fize par un point
de son axe, lequel n’est d’ailleurs pas entierement sans liaison avec le point
de vue dont dérivent les ravaux exposés au Chapitre II.

On sait que si, par I'axe d'un corps de révolution qui tourne autonr d’un
point fixe (situé sur cel axe) sous l'influence de la pesanteur, on méne un
plan vertical, le corps peut prendre des mouvements tels que ce plan
tourne loujours dins le méme sens, mais que pour d’autres valeurs des
vitesses initiales ce plan sera, an contraire, animé d'un mounvement aller-
nativement direct el rétrograde. Dans ce cas, on peut se demander dans
quel sens ce plan aura lourné, en fin de comple, au bout d'une période du
mouvement; on peul méme se demander si celle rotation totale ne pourrait
pas étre nulle; si, par conséquent, 'axe ne pourrait pas déecrire un cone
fermé auquel la verticale serait extérieure.

Celte question a été résolue par Halphen, lequel a démontré rigoureu-
semenl que la circonslance menlionnée en dernier lieu ne peut se preé-
senter. Mais la démonstration d’Halphen fait appel & une discussion tres
minutieuse de fonctions elliptiques, introduisant des propriétés peu
usuelles de ces lranscendantes.

Y'ai conslalé que le méme résultat peut, au contraire, étre obtenn avec
une méme simplicité par un raisonnement direct, fondé sur I'application
du théoréme classique de Cauchy, relatif aux inlégrales de fonctions de
variables complexes, L'intégrale définie qu'il s’agit de discater est alors
immédiatement transformée en une autre dont le signe n’est pas doutenx.

Le principe de cette nouvelle démonstration a été, d'ailleurs, employé
depuis dans d'autres questions analogues. M. de Saint-Germain a pu ainsi
remplacer par un raisonnement presque intuitif la démonstration qu'Hal-
phen avait donnée d'une inégalilé relative au pendule et qui laissait beau-
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coup a désirer sous le rapport de la simplicité. J'ai en moi-méme 4 me
servir de la méme transformation dans un Travail (28) dont j’ai parl¢ plus
haut (voir Chap. 11, p. 37-38).

Je laisserai de cOté, pour abréger, les remarques qui font I'objet des
travaux (54, 55, 58), et je signalerai simplement les n°* 60 et 61. Dans ce
dernier article, je formule les premiers principes de la Mécanique, comme
je le faisais depuis plusieurs années dans mon enseignement, en prenant
pour base la définition de la masse tirée du principe de I'égalité de I'action
ct de la réaction.

L’arlicle précédent (60) est consacré aux cas, étudiés par M. Staude,
ot le mouvement d’un corps pesant fixé par un guelconque de ses points
se réduit & une rotation.

Philosophie et Enseignement.

62, 63. Yai publié, dans la collection d’Ouvrages édités sous la direc-
lion de M. Darboux, un Traité de Géométrie. Sans insister longuement
sur cel Ouvrage, d'un caractére tout élémentaire, je dirai quelques mots
d’une Note insérée a la fin du premier Volume et consacrée a la Methode
en Géometrie. Je me suis efforcé de dégager, en ce qu'ils ont de plus
général, les principes nécessaires de la recherche mathématique. Tout en
élant exposés pour 'usage des commenganls, ces principes, ainsi que I'ex-
périence le démontre, conservent toute leur valeur dans des recherches
plus élevées.

Je signalerai, dans le second Volume, une espéce particuliere de Géo-
métrie (qu'on pourrait appeler Ayperbolique, si ce nom n’élait souvent
donné & la Géométrie de Lobatschewsky) a laquelle j'ai été amené par une
question relative au mouvement rectiligne des gaz (voir Chap. II, p. 43)
et qui est caractérisée par celte circonstance qu'un coLé d’un triangle est
toujours plas grand que la somme des deux autres (*).

(') Dans un autre ordre d'idées, je signalerai ici une remarque que j'ai développée
a plusieurs reprises dans mon enseignement :

On sait que Weierstrass a montré l'insuffisance du raisonnement indigqué par
Riemann pour démontrer le principe de Dirichlet, Les exemples produits par
Weierstrass ont été, depuis, reproduits par tous les auteurs qui se sont occupés

H.
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64. La Note sur l'induction et la généralisation en Mathématiques a pour
objet une remarque que plusieurs des travaux publiés dans ces dernitres
années metlent en évidence et dont les recherches sur les géodésiques
mentionnées au Chapitre IT (p. 36-40) fournissent également une applica-
lion. On avait, en effet, précédemment intégré I"équalion des géodésiques
pour plusieurs espices de surfaces a courbures opposées, et I'on n'avait,
sur aucune d’elles, rencontré les dispositions remarquables que nous avons
décrites au Chapitre IT : ces surfaces étaient toutes & connexion simple ou
double, Rien, dans les cas déja traités, ne faisait donc prévoir la compli-
cation qui devait se présenter dans d’autres cas.

de ces questions. On peut cependant s'étonner que Pexistence d'autres exemples de
méme espéce, mais beaucoup plus simples et plus naturels, n'ait pas été remarquée.
Considérons, pour fixer les idées, le probléme de la ligne la plus courte entre deux
points A, B : dans ce cas, le minimum existe. Mais si, maintenant, nous demandons
la plus courte parmi celles qui joignent les deux points A, B, ef qui onl en ces points
des tangenies données, il est aisé de voir que I'on pourra trouver des lignes (par
exemple, des arves de coniques) satisfaisant aux conditions imposées et dont la lon-
gueur excédera d'aussi peu quon voudra celle de la droite AB. Ainsi, cette fois, le
minimum ne sera pas atteint, et cela dans une question que rien ne distingue,
a priori, de celles qui admettent une solution (surtout si I'on songe que l'on pour-
rait, au contraire, se donner les tangentes en A et B, si l'intégrale dont on cherche le
minimum renfermait des dérivées du second ordre).

Au reste, on peut se rapprocher encore plus du probléme de Dirichlet lui-méme,
en se demandant quelle est la plus petite valeur de l'intégrale

SITNG) + () + (&) ] eeares

A y : 'y dayv .. .
étendue & un volume 8 sur la frontiére duquel V et - o doivent avoir des valeurs

données,

Il est aisé de voir que ce minimum, lequel n'est pas atteint, est fourni par la
fonction harmonique V, qui prend sur la frontiére les valeurs V données. Si F=o
désigne 'équation de la frontiére, ¢, une fonction quelconque satisfaisant, sur cette

& " I
frontiére, aux conditions données (lanl. pour V que pour EdE)p la fonction
n

_FVy+1g
- F+i

donnera i I'intégrale considérée une valeur aussi voisine que l'on voudra de ce mini-
mum, pour k sulfisamment petit,
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2BIT Sante

Sl il

On ne s’élonnera pas qu'’il en ait éLé ainsi, si I'on observe que celte corn-
plication est manifestement un obstacle a l'intégrabilité de I'équation : il
en résulte que, sans s’en douter, on l'avait exclue a l'avance par le fait
méme que I'on s’adressait a des problémes intégrables.

Cette remarque a évidemment une portée générale. C'est elle qui est
développée dans la Note en question.

29879 Paris. — linprimerie GAUTHIER-VILLARS, quai des Grands-Augusting, 55.
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