ptheque numerique

Humbert, Georges. Notice sur les
travaux scientifiques

Paris, Gauthier-Villars, 1900.
Cote : 110133 vol. 43 n° 7

(c) Bibliotheque interuniversitaire de santé (Paris)
Adresse permanente : http://www.biusante.parisdescartes
fr/histmed/medica/cote?110133x043x07


http://www.biusante.parisdescartes.fr/copyright.htm
http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/cote?110133x043x07
http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/cote?110133x043x07

Notice sur les travaux scientifiques - page 1 sur 88



http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=1

Notice sur les travaux scientifiques - page 2 sur 88



http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=2

Notice sur les travaux scientifiques - page 3 sur 88



http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=3

Notice sur les travaux scientifiques - page 4 sur 88



http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=4

@F-IU Sante

AVANT-PROPOS.

Les Mémoires dont on va lire la liste se rattachent i la fois & I'Ana-
lyse et a la Géométrie et traitent principalement de la théorie des
courbes et des surfaces algébriques : quelques-uns sont des travaux
d"Analyse ou de Géométrie pure; les autres dérivent en général d'un
principe commun, celui de I'application ou de I'interprétation, dans
le domaine géométrique, des propriétés des fonetions qu’on rencontre
en Analyse, principe dont les recherches de Clebsch, entre autres, ont
mis en évidence la fécondité. C'est ainsi qué j'ai eu l'occasion, pour
I’étude des courbes on des surfaces, d’employer les fonetions ellip-
tiques, les fonctions fuchsiennes et théta-fuchsiennes de M. Poincaré,
les fonetions abéliennes de deux et de trois variables.

En Analyse, je mentionnerai surtout mes recherches sur les fone-
tions abéliennes singulieres, leur transformation, leurs multiplications
complexes, les fonctions intermédiaires qui s’y rattachent.

Cesthéories, touth faitneuves et qui comblentuneimportante lacune,
entrainent d’intéressantes conséquences dans le domaine géométrique;
elles m'ont donné, & coté de remarquables surfaces du quatrieme ordre,
les premiers et les seuls exemples explicites connus jusqu’ici de sur-
faces hyperabéliennes.

Je signalerai également un Mémoire (81) sur les intégrales de dif-
férentielles algébriques ou sont établis des résultats que M. Weier-
strass, je I'ai su depuis, indiquait dans son cours, mais qu’il n"avait
pas publiés; mes recherches sur le théoreme d’Abel m’ont aussi con-
duit i des formules et & des théoremes analytiques qui ne semblent
pas sans intérét et dont jai tiré grand parti en Géométrie.

Au cours de ces études, j’ai eu la bonne fortune, sur des sujets déja
abordés avant moi, de rencontrer des propositions nouvelles, d'un
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LISTE DES MEMOIRES.

COURBES ALGEBRIQUES.

—

Application de la théorie des fonctions fuchsiennes i I'étnde des courbes
algébriques (Journal de Mathématiques, {° série, 1. 11; 1886),

Sur un probléme de contact de M. de Jonquiéres ( Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, 1. IV; 18g0).

3. Bur les eourbes de genre un (Thése de doctorat, Paris, Gauthier-Villars:

b

T4

8.

9,

10.
i,

16.

1885).

5, 6. Sur les courbes de genre un (Notes publiées aux Comptes rendus
de I' Académie des Sciences, 2* semestre 1883).

Sur la courbe du quatriéme ovdre & deox points doubles ( Jhid.. 17 se-
mesire 1884 ).

Sur les courbes du troisiéme ordre (Bulletin de la Société philoma-
thique).

Sur les courbes de Clebsch... (Bulletin de la Société Mathématique,
t. IX: 1881,

Sur les courbes unicursales { Jhid., 1. XIII; 1885). :

Sur les courbes algébriques planes rectifiables (Journal de Mathéma-
tigues, 4* série, L. 1V ; 1888).

- Bur les courbes algébriques rectifiables ( Comptes rendus, 1°7 sem. 1887},
. Sur les coniques inscrites 4 une quartique ( Araales de la Faculte des

Sciences de Toulouse; 18go).

. Sur une inlerprétalion géométrique de I'équation modulaire pour la

transformation du troisiéme ordre ( Bulletin de la Socicte Mathéma-
tique, t. XXYI; 1898).

. Sur une interprétation géométrique de l'équation modulaire (fbid.,

t. XXVII; 1899).
Sur les polygones de Poncelet (fbid. ).
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2.,
27.
28,
20,
30.
3.

32

33,

35,
36,

= oo

THEOREME D'ABEL.

. Sur le théoréme d’Abel et quelques-unes de ses applications géomé-

triques (Journal de Mathématiques, 4° série, 1. 1115 1887 ).

. Sur le théoréme d'Abel et quelques-unes de ses applications & la Géo-

métrie (1bid., 1. V; 188q, et t, VI; 18go).

. Applieation géométrique d'un théoréme de Jacobi (/bid., t. I; 1885).

. Bur les courbes eycliques de direction (fbid., . 1V; 1888),

. Sur le théovéme d'Abel ( Comples rendus, 2° semestge 1886 ),

. Sur quelques propriétés métriques des courbes (Mpuvelles Annales de

Mathématiques, 3° série, 1. V1; 1887).

. Sur lorientation des systémes de droiles ([bid., 1. X1I; 1893).
. Sur Porientation des systémes de droiles ( American Journal of Mathe-

matics, 1. X ; 1888).

25, Sur le lien des foyers d'un faisceau langentiel de courbes planes

(Comptes rendus, 1 semestre 1887).

Sur quelques propriétés des aires sphériques (Journal de Mathéma-
tiques, §° série, 1.1V; 1888).

Sur quelques propriétés des surfaces coniques (Comptes rendus, 2° se-
mestre 188=),

Sur quelques propriétés des aires sphériques ({bid.).

Sur l'aire de cerlaines zones ellipsoidales (Jbid., 2¢ semestre 188g),

Sur certaines aires ellipsoidales (£bid. ).

Expression de guelgques aires sur le paraboloide elliptique ( Balletin de
la Société Mathématique, 1. XXI; 1893 ).

Expression de quelques nouvelles airves sur le paraboloide elliptique
(Lbid.).

Quelques propriétés des arcs des courbes algébriques planes ou gauches
(Journal de Mathématiques, b* série, t. 1; 18g5).

. Sur les arcs des courbes planes algébriques (Journal de UEeole Poly-

technique, 57° cahier; 1887).

Sur les arcs de courbe (Comptes rendus, 1°" semestre 1887 ),

Sur les arcs des courbes planes (Nouvelles Annales, 3¢ série, t. Y11 ;
1888).
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37.

38.
340,

i,

WM.

42,

03,

W,

oh.

St

SURFACES ALGEBRIQUES.

%

Sur les surfaces cyclides (Journal de I'Ecole Polytechnique, 55¢ cahier:
1885).

Sur les lignes de courbure des cyclides (Comptes rendus, 1°* sem. 1888).

Sur les surfaces homofocales du second ordre (Bulletin de la Société
Mathématique, 1. XI11; 1885).

Sur la détermination des axes de I'indicatrice en un point d'une surface
du second ordre ([bid. ).

Sur une génération géométrique de la surface de Kummer ( Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo, 1. XI; 18¢7).

Bur une propriété des etnes du second ordre (Bulletin de la Société Ma-
thématigue, 1. XXI; 1893).

Sur un complexe remarquable de coniques (Journal de I'Eeole Poly-
technigue, 66° cahier; 1804 ).

Sur la surface desmique du quatriéme ordre (Journal de Mathéma-

tiques, §° série, t. VII; 18g1).

. Bur une classe de quartiques planes (fbid., t. VI; 18g0).
i,
WT.

Sur les normales aux quadriques (Comptes readus, 197 semestre 1888).
Théorémes concernant une classe de surfaces algébriques (Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo, t. 111; 188g).

. Sur une classe de surfaces algébriques ([fbid., 1. V1; 18go).
49.
50,
51,

Des involutions sor les courbes algébriques;

Sur une classe de surfacesd génératrices unicursales;

Des séries de courbes algébriques tracées sur les surfaces algébriques
(Journal de Mathématiques, 4° série, t. X; 1894).

. Des involutions sur les courbes algébriques (Bulletin de la Société Ma-

thématique, t. XV; 1892),

. Sur une classe de surfaces i génératrices rationnelles ( Comptes rendus,

1% semestre 1893).
Sur une propriété d'une classe de surfaces algébriques ([bid., 2° se-
mestre 18g3),

3. Sur la théorvie générale des surfaces unicursales (Mathematische Anna-

len, t. XLV; 1894).
Sur une surface du sixiéme ordre liée aux fonections abéliennes de genre
trois (Journal de Mathématiques, 5° série, 1, 11; 1896),
1. 2
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57, 58. Sur une surface du sixiéme ordre qui se rallache & la surface de
Kummer (Comptes rendus, 1°° semestre 1893 ).
59. Sur les courbes de quatriéme classe (1bid.).

FONCTIONS ABELIENNES ET SURFACES HYPERELLIPTIQUES.

G0. Théorie zénérale des surfaces hyperelliptiques (Journa! de Mathéma-
tiques, 4* série, 1. 1X; 1893).

G1. Sur la surface de Kummer (fbid., 1. V; 18g4).

62. Sur les surfaces de Kummer elliptiques (American Journal of Mathe-
maties, t. XVI; 18g4).

63. Sur la décomposition des fonclions théla en facteurs (Comptes rendus,
1** semestre 18g8).

6%. Sur les fonetions abéliennes singuliéres (fbid.).

65. Sor la transformation des fonctions abéliennes (Jhid.).

66. Sur les transformations singuliéres des fonclions abéliennes ( 7hid. ).

67. Sur la multiplication complexe des fonctions abéliennes ( fbid., 2° se-
mestre 1898).

68. Sur certaines surfaces remarquables du quatriéme ordree (fbid,, a¢ se-
mestre 18gg).

69. Sur les fonctions hyperabéliennes (1hid.).

70. Sur la transformation des fonclions abéliennes (Ibid.):

71. Sur les fonclions & quatre paires de périodes (Zbid., 1" semesire 1goo).

72. Sur les fonctions abéliennes singuliéres. — Premicr Mémoire (Journal
de Mathématiques, 5° série, t. V; 18qg).

73. Sur les fonctions abéliennes singuliéres. — Second Mémoire ( Journal
de Mathématiques, 5 série, t. VI; 1900),

TRAVAUX DIVERS.

7%. Sur I'équation hypergéométrique (Bulletin de la Société Mathématique,
t. VIII; 1880).
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RESUME DES MEMOIRES.

PREMIERE SECTION.
COURBES ALGEBRIQUES.

I. — Courbes de genre quelconque.

1. M. Poincaré, dans un Travail célebre, a établi qu'on peut
exprimer les coordonnées d’un point d’une courbe algébrique en fone-
tion fuchsienne d’un parametre; c’est ce résultat capital qui m’a servi
de point de départ, pour I'étude géométrique des courbes planes, dans
le Mémoire 1.

En introduisant, au lieu des cooordonnées cartésiennes, les coor-
données homogenes, je montre que, pour une courbe plane,.z,, x,, z,
sont proportionnels a trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes,
mais, dés ce début, se présente une différence importante avee les cas
classiques des courbes de genre zéro ouun. En effet, pour une courbe,
soit unicursale, soit elliptique, de degré n, les coordonnées x,, x,, @,
sont proportionnelles, soit & trois polynomes d’ordre n, soit & trois
fonctions théta d’ordre n, d’'une méme variable; pour une courbe de
degré n et de genre p, supérieur i lunité, le résultat est moins simple.

2, Soient 2(p —1)(p —1) et 2p(p —1) les deux multiples consé-
cutifs de 2(p — 1) qui comprennent r, de sorte que

a(p—r1)(p—1)<ni2p(p—1);
sil'ona
ap(p—1)—nip,

les coordonnées d’un point de la courbe seront proportionnelles it
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trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes d'ordre 1, et 'on ne
pourra jamais, pour cette représentation, employer des fonctions
d’ordre inférieur. Si, au contraire, on a

ap(p—1)—n<p,

les fonctions thétafuchsiennes de la représentation seront, en général,
d’ordre p. + 1, mais pourront étre d’ordre p..

On voit ainsi que, dans ce second cas, il existe deux especes de
courbes de degré n et de genre p, distinguées par leur mode de repré-
sentation thétafuchsienne; j'ai cherché i les caractériser géométrique-
ment, et j’ai aussi reconnu U'existence de deux especes analogues dans
le premier cas. Voici le résultat, si 'on désigne, pour abréger, par
groupe y tout groupe de 2(p —1) points simples suivant lequel une
courbe de degré n et de genre p est coupée par une courbe adjointe de
degré n — 3.

Previer eas @ 2u(p —1) —nZp. — Sur une courbe de premiere
espéce, p. groupes ¥ quelconques sont traversés par une courbe adjointe
d’ordre n — 2, qui coupe en outre la proposée en des points fizes; sur une
courbe de deuxiéme espéce, p. goupes <y ne peuvent jamais élre sur une

adjointe d ordre n — 2.

SECOND CAS : 21(p — 1) — n < p. — En toute hypothése, p. groupes vy
quelconques sont traversés par une adjointe d’ordre n — 2 : ses autres
points simples d’intersection avec la proposée sont loujours sur une
adjointe d'ordre n — 3, dans le cas d’une courbe de premicre espéce, el
n'y sont jamais dans le cas d’une courbe de deuxiéme espece,

3. Grace aux fonctions thétafuchsiennes, on peut retrouver, au
point de vue transcendant, les théoremes de MM. Nither et Brill, rela-
tifs & la Géométrie sur une courbe, et en démontrer de nouveaux; il
suffira, pour le faire comprendre, d'indiquer les deux propositions
suivantes qui établissent la liaison entre les fonctions thétafuchsiennes
et les courbes adjointes.

Soit S la courbe de degré » et de genre p pour laquelle les coor-
données homogenes d'un point sont proportionnelles i trois fonetions
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thétafuchsiennes d’ordre m, qui ont £ zéros communs «,, o, ..., 2,

k=am(p—1)—an.

1° Les arguments fuchsiens des points non singuliers ot S est coupée
par une adjointe de degré n+ q — 3 annulent une fonction théla-
Suchsienne holomorphe d’ordre mq + 1, dont les autres zéros sont
Gyy oo oy Opy Chacun au degré q de mulliplicité, et réciproquement.

2° Sott une courbe de degré n + q — 3 adjointe a S et traversant un
groupe \; les arguments fuchsiens des autres points non singuliers ot elle
coupe S annulent une fonction théiafuchsienne holomorphe d’ordre mq,
dont les autres zéros sont o, ..., o, chacun au degré g, et recipro-
quement.

Des théoremes analogues s’appliquent au cas ot la courbe proposée
- admettrait des adjointes de degré n — 4.

4. Le Mémoire 1 traite ensuite de I'intersection de la courbe fonda-
mentale avec une courbe non adjointe, et aborde, comme conséquence,
le probleme des courbes de contact, ¢’est-i-dire des courbes qui ont,
avec la proposée, un contact d’ordre donné en tous leurs points de
rencontre avec elle,

Ce probleme a été traité par Clebsch dans le cas des courbes
adjointes; le théortme d’Abel et les éléments de la Théorie de inver-
sion de Riemann permettent de le résoudre aisément. Pour les courbes
non adjointes, il faut introduire en outre des intégrales abéliennes de
troisieme espece; la question se rattache alors au probleme de I'inver-
sion etendu et n’avait pas encore de solution géométrique générale.

L'emploi des fonctions fuchsiennes m'a permis de combler cette
lacune sans recourir aux intégrales de troisieme espece, dans le cas ol
la courbe proposée n’a comme singularités que des points doubles;
j'envisage d’ailleurs la question de Iintersection d’une courbe algé-
brique fixe et d’une courbe variable & un autre point de vue que
Clebsch.

L'illustre géometre se préoccupait spécialement des relations qui
lient les coordonnées des points communs; j'examine, au contraire,
celles qui lient les paramétres dont dépend la courbe sécante, supposée
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soumise i certaines conditions d’'intersection: je peux ainsi, dans le
eas particulier des courbes de contact, donner non seulement les pro-
priétés des systemes de points de contact, mais indiquer la forme de
I'équation générale des courbes tangentes et en déduire des propriétés
de ces courbes elles-mémes.

5. Voici les principaux résultats de cette théorie :

La famille des courbes d’ordre donné m, qui passent par k points
doubles et ¥ points simples donnés sur une courbe de genre p, a d points
doubles, et qui ont avec cette courbe, en chacun des autres points de ren-
contre, un conlact d'ordre r — 1, se subdivise en r*" systémes.

Chagque systéme comprend lui-méme r*=* groupes de courbes ; le premier
membre de ['équation des courbes d'un méme groupe est un polynome
d’ordre r par rapport aur paramétres demeures arbitraires.

Les systemes de points de contact jouissent de propriétés impor-
tantes; ainsi : '

Toute courbe d’ordre m, mende par les k points doubles, les k' poinis
simples donnés, et par les points de contact de r — 1 courbes de la famille
precédente, coupe en outre la proposée en de nouveaux points qui sont les
points de contact d'une autre courbe de la famille; le systéme et le groupe
auaquels appartient celte dernicre courbe de contact restent fixes, quand
les systémes el les groupes auxquels appartiennent les r— 1 premicres
restent fixes eux-mémes.

6. Cette théorie géométrique est liée a I'étude de fonctions uni-
formes intéressantes qui se rattachent aux Wiirselfunctionen des
Allemands et aux fonctions a multiplicateurs de M. Appell.

Soit G un groupe fuchsien de la premikre famille de M. Poincare,
dérivant de 2p substitutions et dont le polygone a 4p cotés, les colés
opposes étant conjugues; on peut former des fonctions 7 (s), uniformes
dans l'intérieur du cercle fondamental, satisfaisant aux relations

iz + . Bl e
5‘(u)='r{;}st-ﬁrp (lejﬁ,-q..,ﬂpj'

Yi3 -0y

Notice sur les travaux scientifiques - page 16 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=16

BBIU Sante

S, BN

o }-j$‘+‘f-lj ; ' . ‘
oll (,, s est une quelconque des substitutions fondamentales

du groupe G et ot les £; sont des entiers choisis arbitrairement.

Je trouve aussi des fonetions holomorphes dans le cercle fondamental,
et vérifiant des relations semblables & celles des fonctions théta-
fuchsiennes, a un facteur, racine de I'unité, pres; et de la se deduisent
des propriétés des systemes et des groupes de courbes de contact, que
j'appelle compleémentaires.

7. Un cas particulier intéressant est celui ot I'équation générale
des courbes de contact d'un méme groupe ne renferme qu'un para-
metre arbitraire qui, d’apres la théorie précédente, y figure au degré
r; dans ce cas:

Par un point du plan passent r courbes du groupe; leurs points de
conlact et les points fixes sont sur une courbe de méme ordre que
J appelle courbe polaire du point considéré; inversement, ce point est
dit pole de sa courbe polaire. St la courbe polaire d’un point P passe par
un point V', la courbe polaire de P’ passe par P.

Lorsque r est impatr, toute courbe polaire passe par son péle.

8. Les applications de ces principes aux courbes des quatrieme et
cinquieme degrés conduisent & des résultats simples; ainsi -

Courbe du quatrieme ordre & un point double : 7 y a 16 systémes
de coniques touchant la courbe en quatre poinis; l'un d'eux ne con-
tient que des droites doubles, chacun des 15 autres se divise en deux
groupes, de sorte qu'tl n’existe, en realité, que 3o groupes de coniques de
contact (').

Les points de contact de deuz coniques du méme systéme et du méme
groupe sont sur une conique; par les points de contact de deux coniques
du méme systéme et de groupes différents, on peut mener un faisceau de
cubtques, dont le neuviéme point fize est le point double de la courbe.

(*) Et non 31, comme il est dit dans les Lecons sur la Géemétrie de Clebseh. De méme,

dans le cas des courbes du quatriéme ordre d trois points doubles, il v’y a que quatre
groupes de coniques quadritangentes, au lisu des sept groupes qu'indique C]ebs;h.
1.
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Iy a 81 systémes de cubiques osculatrices en quatre points a la quar-
tigue considérée; 'un d’eux ne contient que des drottes triples, chacun des
80 autres se divise en 3 groupes.

On peut représenter les systémes par les symboles (a,b,e,d) et
les groupes par les symboles (2); a, b, ¢, d, « pouvant prendre les
valeurs o, 1, 2 : c'est le systéme (0, 0, 0, 0) qui ne contient que des
droites.

Les huit potnts de contact de deux cubiques appartenant aux systémes
et groupes respectifs (a, b, ¢, d), (a); (&', V', ¢/, d"), («) sont sur une
oniquesia +a',b+0U,c+c¢,d+d’, o+ o sont égaux aooua 3;
de méme, les douze points de contact de trois cubiques sont sur une cubique
st les sommes des quantites a, b, ¢, d, o corrﬁspondames sont éga!es a0
ou a un multiple de 3.

Courbes du cinquieme ordre : Les coniques proprement diles qui
louchent en cing points une courbe du cinquieme degré ayant 1, 2, 3, 4,
5 ou G points doubles ordinaires, sont respectivement au nombre de 1023,
510, 252, 121, 53 et 16.

9. Un Chapitre du Mémoire est consacré aux courbes hyperellip-
tigues : une courbe d’ordre n est dite hyperelliptique lorsque toute
adjointe d’ordre n — 3 qui passe par un de ses poinls passe aussi par
un autre point, et ces deux points sont dits conjugucs. Je montre que :

Les droites qui joignent les couples de points conjugues sur une courbe
hyperelliptique générale, d’ordre n et de genre p, enveloppent une courbe
unicursale de classe n — p — 1, d'ordre 2(n— p— 2), qui touche la
proposéeen3n — 2p — 6 points.

Les courbes de genre deux sont hyperelliptiques; j'étudie celles de
degrés quatre el cing, et 'emploi des fonetions thétafuchsiennes me
donne quelques résultats simples; ainsi

Les coniques qut traversent trois couples de points confuguds, sur une
courbe du quatriéme ordre @ un point double, passent par deux points
[fixes de cette courbe et forment une famille linéaire deux Jois infinte.
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10. La théorie des fonctions fuchsiennes m'a également servi, dans
le Mémoire 2, a établir une proposition analogue & un théortme énu-
mératif bien connu de I'amiral de Jonquieres :

Parmi les surfaces d’ordre n appartenant i un systéme linéaire p — 1
Jfois infini, le nombre de celles qui ont, en un point, avec une courbe plane
ou gauche de degré m et de genre p, un contact d'ordre p —1, est égal
a mnp+p(g—1)(p—1).

Dans certains cas, que j'indique tous, ce nombre subit une modifi-
cation; ainsi : Sur une courbe gauche non sphérique, de degré m et de
genre p, le nombre des sommets, ¢ est-a-dire des points o la sphére oscu-
latrice a un contact d’ordre supérieur au troisiéme, est 1om + 2(p —1).

Postérieurement & mon Mémoire, M. Hurwitz a établi, & un autre
point de vue, un cas particulier de cette formule (Math. Annalen,
t. XLI).

II. — Courbes de genres un et zéro.

11. Dans ma these de Doctorat (3), j'avais appliqué des méthodes
analogues a I'étude des courbes de genre un; parmi les résultats qui
me sont personnels, on peut citer les suivants :

Tindique, élant donnée I'expression des coordonnées des points
d’une courbe de genre un en fonction elliptique d'un paramétre, le
moyen de reconnaitre si elle est de genre un ou zéro, 4 I'aide d’opé-
rations algébriques simples. Dans le premier cas, je forme son equa-
tion sans introduire de facteurs éfrangers, ainsi que les équations de
ses adjointes d’ordres n — 3, n — 2, n— 1, en désignant son degré
par a.

12, Les notes 4, 5, 6 se rapportent & ce genre de recherches; plus
sommaires que le Mémoire complet, elles renfermaient une lacune
qu'un géometre allemand, M. Schlesinger, a cru devoir relever dans
les Comptes rendus, puis dans les Mathematische Annalen; averti par
M. Néther, il a reconnu ensuite, dans une Note insérée 4 ce dernier
Recueil, I'exactitude absolue et complete des résultats de ma These.
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13. Apropos duprobleme des courbes de contact, traité par Clebsch,
je donne des propriétés, non seulement des points de contact, mais
des courbes elles-mémes, avec application aux coniques biosculatrices
a une cubique plane.

|
7l
i

i

14. En appelant points conjugués dans un systeme s deux points
d’une courbe de genre un dont les arguments elliptiques ont pour
somme s, j'indique sur ces systemes de points de nombreux théo-
remes; par exemple :

La droite gqui joint deuz points conjugués dans un sysiéme s enveloppe
une courbe unicursale de classe n — 2, d'ordre 2n — 3, qui touche la
proposée en 3n — 8 points.

Je signalerai aussi I'étude des courbes d’ordre n — 3, menées par £
points doubles de la courbe de genre un, et dont les autres points
d’intersection avee celle-ci sont deux & deux conjugués dans un méme
systeme : ces courbes se répartissent en [{(n— 3)n — £]* systémes,
et les courbes de chaque systeme forment un faisceau.

Appliquées aux courbes du cinquieme degré, ces propositions
donnent des résultats simples; ainsi :

Les coniques mences par quatre points doubles d’une courbe de
degre cing et de genre un la coupent en deux points mobiles : la droite
qui joint ceux-ci enveloppe une contque qui touche la proposée en cing
poinis; les eing points de contact et les eing points doubles de la proposée
sont sur une cubique.

15. Le Mémoire 3 se termine par une étude détaillée des eyeligues,
ou courbes anallagmatiques du quatricme degré : ¢’est surtout la
considération des systemes de points conjugués qui me conduit i des
résultats nouveaux; le suivant sert de base & toute une théorie des
eyeliques homofocales :

Le lieu des centres des cercles de rayon nul qui passent par deux

points d’une cyclique, conjugués dans un systéme donné, est une cycligue
homofocale.
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Si I'on appelle péles principaux les quatre points par rapport aux-
quels la courbe est anallagmatique :

Les huit points a distance finie communs a deux cycliques homofocales
sont sur une cubique circulatre qui contient les quatre pdles principaux
et les points d'intersection des droites les joignant deuzx a deuc.

Les tangentes menées en ces hutt points a une des cycliques touchent
une contque inscrite a la cyelique.

On retrouvera plus tard, appliquées a 'espace, les autres propriétés
nouvelles des eycliques planes; le théoreme suivant mérite toutefois
d’étre signalé :

Les bissectrices de lout systéme de cordes communes @ une cyclique et a
un cercle coincident avec les bissectrices des droites qui joignent le centre

du cercle a dewx points fiaces (qui sont les deux foyers singuliers réels de
la cyclique).

16. La Note 7 donne des propriétés des couplesde points conjugués
dans un des douze systemes (semi-principaux) pour lesquels s est
égal & un quart de période, en exceptant les quatre demi-périodes
qui correspondent aux systémes principaux. A chaque systeme semi-
principal est lié un point o (semi-pole), et les conjugués des quatre
points oir la eyclique est coupée par une droite quelconque issue de o,
sont sur une seconde droite passant aussi par o. Le segment déter-
miné par deux points conjugués dans un systeme semi-principal est
divis¢ harmoniquement par deux droites fixes concourant au semi-
pole correspondant.

17. Dans la Note 10, japplique aux courbes unicursales une me-
thode analogue & celle qui m’a donné I'équation des adjointes d'une
courbe de genre un; j'arrive ainsi, étant connue la représentation pa-
ramétrique d'une courbe unicursale d’ordre 2, a trouver directement,

de la maniere la plus simple, ses courbes adjointes d'ordres n — 2
et n — 1.
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1II. — Courbes algébriques planes rectifiables.

18. Le Mémoire 11 et la Note 12 ont pour objet la solution du pro-
bleme suivant :

Déterminer toutes les courbes algébrigues planes dont l'arc est une
fonction : 1° algébrique; 2° rationnelle des coordonneées.

La premitre partie ne présente aucune difficulté : il est clair que
les courbes d’arc algébrique sont les développées des courbes algeé-
briques planes; les courbes d’arc rationnel offrent plus d'intérét, et
jarrive, en m’appuyant sur des résultats de Laguerre, a cette proposi-
tion simple :

Les courbes algébriques planes dont U'are s'exprime rationnellement
en fonction des coordonnées sont les caustiques par réflexion des courbes
algébriques planes, pour des rayons incidents paralléles, et réciproque-
ment.

La réciproque, toutefois, souffre une exception lorsqu’on peut
mener @ la courbe réfléchissante deux tangentes rectangulaires, de
tous les points d’une droite normale aux rayons lumineux.

19. A titre d’exemple: les épicycloides ou hypocycloides algéhriques
dont I'arc est rationnel s'obtiennent en prenant, comme rapport du
rayon du cercle mobile au rayon du cercle fixe, une fraction irréduc-
tible, de dénominateur pair.

L’hypocyceloide a quatre rebroussements appartient i cette classe ;
j'établis qu'elle est la caustique par réflexion de I'hypocycloide &
trois rebroussements pour des rayons paralleles & un des axes de
symétrie de celle-ci.

Pour une courbe d’arc rationnel, de genre supérieur 4 zéro et
d'ordre n, I'expression de I'arc, en fonction des coordonnées z, v, de
son extrémité mobile, est de la forme

§= I:’—-----—.':'r'-:!"':I,.
C[m,y}
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C(a,y) désignant le premier membre de I'équation d’une courbe
adjointe quelconque d’ordre n — 3, et P(x,y) le premier membre
de I'équation d’une adjointe d’ordre = — 2, passant par les points
oit C=o0 coupe la proposée.

IV. — Quartiques planes.

20. On sait qu'il existe soixante-trois systemes, simplement infini
chacun, de coniques quadritangentes & la courbe plane d’ordre quatre
sans point singulier : je montre, dans le Mémoire 13, que deux de ces
systémes jouent, vis-i-vis l'un de Iautre, deux roles différents selon
la nature des coniques décomposées (couples de bitangentes) qu'ils
renferment.

Dans les deux cas. — Toute cubique menée par les huit points de
contact de deux coniques de systemes différents coupe la quartique en
quatre points nouveaux, qui sont les points de contact d’une conique
quadritangente d'un troisitme systeme; inversement, les douze points
de contact de trois coniques, C,, C,, C,, appartenant respectivement a
ces Lrois systémes sont sur une cubique, X.

Dans le premier cas. — Les trois coniques C,, C,, C, sont doublement
tangentes & une méme conique, et les six points de contact sont sur la
cubique X. -

Dans le second cus. — Les trois coniques C,, C,, C,, prises deux a
deux, ont douze points d’intersection, parmi lesquels trois sont en
ligne droite et sont situés sur la cubique Z.

21. Ces reésultats sont obtenus par une méthode purement algé-
brique, qui dérive de mes recherches sur la surface de Kummer; on
verra plus loin (n® 72) 'analyse d’un autre travail, ol je rattache les
courbes du quatrieme ordre (ou de quatrieme classe), 4 une intéres-
sante surface du sixibme degré, liée elle-méme aux fonctions abé-
liennes de trois variables.
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V. — Sujets divers.

22. Le Mémoire 14 donne une interprétation géométrique simple
de I'équation modulaire pour la transformation du troisieme ordre des
fonctions elliptiques.

Soit une cubique plane unicursale quelconque; les quatre tangentes
qu'on peut lui mener d'un point arbitraire la coupent de nouveau en
quatre points : le rapport anharmonique des droites qui joignent a ces
quatre points le point double de la cubique et le rapport anharmonique
des quatre tangentes primitives sont liés par I'équation modulaire de
la transformation du troisieme ordre.

Cette équation est, en désignant par p et  les deux rapports consi-

dérés :
Vee +Vi—p)1—a)=1;
je vérifie directement ce résultat pour la cubique
30 xyt 43+ yr—o,

ce qui me donne, pour 3 et g, ces expressions rationnelles, satisfaisant
a I'équation modulaire ci-dessus :

G___{'A—r']'{ﬁlﬂ—]} (A= D)(3h 1)
e OHIN=D ) S (BA— 1)

L’équation modulaire entre p et o, c'est-a-dire entre les £* et £} de
Legendre, est done de genre zéro.

La Note 14 indique une interprétation géométrique différente pour
I'équation modulaire générale, a I'aide des polygones de Poncelet.

23. Enfin, en appelant sommets doubles dans une série de polygones
de Poncelet ceux des quatre polygones de la série qui sont repliés sur
eux-mémes, en excluant toutefois certains sommets bien définis,

J'établis (15) que :

Le centre harmonique des sommets d'un polygone quelconque de la
série par rapport a une droite donnée est un point fixe, si cette droite con-
tient deux sommets doubles.
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DEUXIEME SECTION.

LE THEDB]'SME D’ABEL ET QUELQUES-UNES DE sns APPLICATIONS
GEOMETRIQUES

I. — Formules analytiques.

24. La premiere formule relative au théoreme d’Abel, et qui revient
d’ailleurs dans certains cas & une formule antérieurement connue, est
établie, sous différentes formes, dans les Mémoires 17 et 18; elle peut
étre présentée ainsi :

Soit C une courbe plane ou gauche; on considére une intégrale
abélienne quelconque, I, appartenant i la courbe, et mise sous forme
homogene

o Q (&, 7,5, t)
(x, ¥, 3, t}“d

@ — xdt)

et 'on coupe la courbe C par un systeme de surfaces
®(z,5,5,t,u)=o0,

dépendant algébriquement d’un paramétre u:

La somme des intégrales 1 dont les limites inférieures et supérieures
sont respectivement les points d'intersection de la courbe C avee deux sur-
JSaces du systéme @, correspondant aux valeurs u, et u du parametre, a

DOUT eZpression
B | =f (Zr)du,

Zr désignant la somme des résidus, par rapport aux zéros de S, de la
fonction
Q(z,5,5 1) ¥, '
Blz, 7,50 B =zt —at'),

ol x, ¥, z, ¢t désignent les coordonnées d’un point de C exprimées en
J"H g P P ;
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fonction (thétafuchsienne par exemple) d’une méme variable; 2’ et '
sont les dérivées de x et .

La formule s’applique méme au cas ou les polynomes Q et S con-
tiennent le paramétre u. A :

Pour le calcul des résidus, il nest pas nécessaire de connaitre
explicitement les expressions de @, y, 3, ¢ en fonction d’une variable;
la formule n'introduit en effet que des éléments gdometrigues de la
courbe C.

Une conséquence importante est la suivante :

La somme des intégrales 1, dont les limules inférieures et supérieures
sont respectivement les points d'intersection de la courbe C avec deux
surfaces quelconques de méme ordre, est nulle, si, parmi les surfaces du
Jaisceau déterminé par les deux surfaces secantes, il en est une, X, qui
passe par tous les pownts de la courbe C rendant Uintégrale infinie :
quand un point est un infinid’ordre h pour la quantité sous le signe [, la
surface T doit avoir au méme point, avee C, un contact d’ordre h — 1.

Parmi d’autres corollaires analogues, s’appliquant, en particulier,
aux intégrales de seconde espece, on peut en signaler un, que j'ai
d’ailleurs établi (20) par une méthode élémentaire :

La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle des coor-
données, homogéne et de degré séro Q(x, y,z) : V (&, y, 3), auz points
communs a une courbe plane = o et a chacune des courbes d'un fais-
ceau ponctuel, reste constante, si les courbes du faisceau qui passent res-
pectivement par les points d’intersection des courbes [ = o, V = o, ren-
dant Q 1 V infint, ont en chacun de ces points, avec S, un contact d’un

ordre au moins égal a la différence des ordres des contacts entre la
courbe [ et les courbes V et Q au méme point.

Si la courbe Q = o ne passe pas par le point considéré, 'ordre de
son contact avec fsera regardé comme égal & — 1,

Des propositions de méme nature s'appliquent & I'espace (18).

25. Sommes oe Jacosr. — Une autre série de formules se rapporte a
I'expression de sommes remarquables: étant données, en coordonnées
cartésiennes, trois surfaces, d’ordres m, n, P, si Lon désigne par A
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leur jacobien et si Q(z, y, ) est un polynome d’ordre m + n4+p—4
au plus, Liouville et Clebsch ont montré que la somme

Q
"&I‘

étendue aux points communs aux trois surfaces, est nulle, et Jacobi
avait établi le théoreme correspondant pour le plan. Or, du théortme
de Jacobi, Clebsch a déduit une démonstration du théoreme d'Abel
dans le cas des intégrales de premiere espece : cette liaison entre les
deux propositions m'a fait penser qu’on pourrait sans doute, i l'aide
de 'expression générale indiquée plus haut pour le théoreme d’Abel,
arriver i évaluer la somme Z, lorsque le degré du polynome Q dé-
passe m + n +p — 4. C’est en effet ce que j'ai pu faire et j'ai donné
une formule qui ramene la somme cherchée a une autre, étendue seu-
lement aux points situés a I'infini sur la courbe d’intersection de deux
des trois surfaces proposées.

Par cxemple, siQest dordrem+n-+p—3,la somme cherchée a
pour expression, en désignant par £ = o0, 9 = o, ¥ = o les équations
des trois surfaces primitives

z Y [f:' z“'fzq’:r.l

la nouvelle somme s’étendant aux points a 'infini de la courbe /= o,
o = 0. On voit ainsi que la somme X ne dépend que des termes des
degrés les plus élevés dans les polynomes Q, f, o et ; de plus, la
maniere dont elle dépend des coefficients du polynome & est mise
nettement en évidence. Il va sans dire qu'on obtient pour X deux autres
expressions analogues en permutant £, ¢ et .

Sile degré de Q dépasse m + r +p — 3, la formule est analogue,
bien qu'un peu plus compliquée.

Enfin des formules de méme nature espriment les sommes plus
générales ot Q est une fonction rationnelle : on comprendra I'intérét
de ces résultats, si 'on remarque que les sommes considérées s'intro-

duisent quand on cherche a étendre le théoreme d’Abel aux intégrales
muff{pfes.

C'est ainsi que j’ai été conduit, relativement aux intégrales doubles,
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i des théorbmes de méme natare que ceux rappelés plus haut pour
les intégrales simples; par exemple :

1° La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale double
abélienne, appartenant a une surface algébrique S, dans les polygones
curvilignes découpés sur cetle surface par deux surfaces quelconques d’un
premier faisceau ponctuel et deux surfaces quelconques d’'un deuxiéme
Saisceau, est égale a séro, s'il existe une surface X, formée par I'ensemble
d'une surface du premier faisceau et d'une surface du second, passant
par tous les points de la surface primitive S, qui rendent U'élément  de
Uintégrale infini; de plus I doit avoir avec S, en tout point de cette
surface qui est ur infini d'ordre | pour U'élément de U'intégrale, un contact
d'ordre [ — 1.

2° La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale double
abelienne appartenant @ une surface algébrique, S, dans les polygones
découpés sur cetle surface par deux surfaces quelconques d’un premier
Saisceau @, + u ©,= o, et deux surfaces quelconques d’un deuxiéme
Jaisceau W, + v W'y = o, est une fonction entiere du parametre u, et une
fonction rationnelle et logarithmique du parameétre v, si la surface ®,=o
du premier faisceau passe par tous les points de S qui rendent U'élément
de l'intégrale infint.

Si la surface W'y = o, du second faisceau, satisfai également a la
méme condition, la somme précédente est une fonction entiére des deux
parameétres u et v.

La plupart des résultats géométriques qui suivent sont des appli-
cations de ces formules ou propositions.

II. — Propriétés métriques diverses.

26. De la proposition du n° 24 dérivent, entre autres conséquences
simples, les suivantes :

Le centre des moyennes distances des points communs 4 une courbe
algébrique plane fixe et aux courbes d’un faisceau est un point fixe, si

chaque asymptote de la courbe est asymptote & 'une des courbes du
faigceau,
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A une courbe algébrique plane, ayant toutes ses asymptotes
d’inflexion, on mene des tangentes par un point quelconque : le
centre des moyennes distances des points de contact est un point fixe,
Ce point est également le centre des moyennes distances des points
de contact, avec la proposée, des tangentes communes i cette courbe
et & une courbe algébrique quelconque.

La somme des carrés des distances d'un point quelconque aux tan-
gentes communes & deux courbes algébriques reste constante quand
I'une de ces courbes varie en conservant ses foyers et les directrices
correspondantes : par directrice, j'entends la droite qui joint les
points de contact des deux tangentes isotropes issues d'un foyer.

Je signale, enfin, ce théoreme que j'ai communiqué verbalement i
la Sociétée Mathématique :

St la somme des carrés des normales qu'on pew abaisser d'un point
sur une surface algébrique fixe demeure constante, le lieu de ce point. est
une surface du second ordre; les surfaces du second ordre qu’on obtient
ainsi, en faisant varier la valeur de la somme constante, sont concentrigues
et homothetiques.

ITI. — Propriétés angulaires.

27. Elles se rattachent  la notion d’orientation dans le plan, due a
Laguerre : deux systemes de n droites ont méme orientation lorsque
la somme des angles que font les » droites avec un axe fixe est la
méme pour les deux systemes, & un multiple pres de =.

Je donne & ce sujet (23, 24) un théoreme fondamental :

Pour qu'un systéme de n droites, variable algebriquement, garde une
orientation fize, il faut et i suffit que, lorsqu’une ou plusieurs droites du
systéme viennent a passer par un des points cycliques du plan, d autres
droites du systéme, en méme nombre, passent aw méme instant par Uauire
point cycligue.

Voici quelques conséquences :
Les systemes de tangentes menées d'un point & deux courbes de
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méme classe ont méme orientation si le point est foyer d’une des
courbes du faisceau tangentiel déterminé par les deux premiéres, et
réciproquement. '

Cette propriété définit d’une manibre simple le licu des foyers des
courbes d’un faiscean tangentiel, déterminé par deux courbes A et B,
de classen : sil’on jointun point dulieu aux n foyers réels de A et aux
n foyers réels de B, les deux systemes de droites ont méme orienta-
tion. On retrouve ainsi, 2 un point de vue différent, des courbes re-
marquables rencontrées par M. Darboux. De plus :

Le centre harmonique, par rapport @ un point du plan, des n foyers
réels d'une courbe, variable dans un faisceau tangentiel, décrit un cercle,

28. A cet ordre d'idées se rattache un probleme intéressant :

Trouver, st elles existent, toutes les courbes algébriques, telles que le
systéme des tangentes qu'on peut mener d'un point a Uune d’elles ait
une orientation fizxe, indépendante de la position du point dans le plan.

Je montre que ces courbes sont celles qui n’ont pas de foyer a distance
finte; leur équation, en coordonnées tangentielles rectangulaires, est

(w4 03) facq (1, v, W) =F,(u, 0),

Su-s et F, étant des polynomes homogénes quelconques, de degré
marqué par 'indice. Dans cette catégorie rentrent toutes les Aypocy-
cloides algeébrigues oblenues en faisant rouler un cercle i lintérieur
d'un cercle plus grand; et, en particulier, hypocycloide a trois re-
broussements, dont j'ai fait, & ce point de vue, une étude assez com-
plete.

St, par un point M du plan, on méne les tangentes i une de ces courbes,

le centre harmonique des poinis de contact par rapporta M coincide avec
ce point.

29. Toutes ces propriétés d'orientation ne semblent pas pouvoir
s'élendre a I'espace d'une maniere simple; je citerai seulement deux
resultats : -

1° Soit un faisceau tangentiel de surfaces de classe n : il existe des
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droites jouissant de celte propriété que 1'orientation du systeme des
n plans tangents, menés par I'une d’elles & une surface du faisceau,
demeure fixe quand la surface varie; ces droites forment un complexe
d'ordre 2n — 1. :

La surface des singularités du complexe est le lieu des lignes focales
des surfaces du faisceau; les droites singulieres sont les tangentes de
ces focales.

2° Si une surface algébrique a toutes ses focales & 'infini, c’est-
a-dire si son équation en coordonnées tangentielles rectangulaires est
du type

F,(u, v, w) — (2t =+ ¢! + wt) fuma( 4, ¢, w, p) =0,

I'orientation des n plans tangents qu'on peut lui mener par une
droite quelconque est la méme que celle desn plans, menés par la droite
parallelement & n directions fixes.

IV. — Arcs des courbes de direction.

30. Lescourbes de direction sont, d’aprés Laguerre, les enveloppes
de droites ayant un sens déterminé; leur équation générale, en coor-
données tangentielles rectangulaires, est u®+ ¢* =R*(u, ¢), R étang
une fonction rationnelle de u et ¢.

L’arc d'une telle courbe s'exprime par une intégrale abélienne
appartenani a la eourbe; les formules du théoreme d'Abel s’appliquent
donc immédiatement & I'expression de la somme des ares interceptes,
par deux courbes quelconques de méme degré, sur une courbe de
direction fixe.

Le Mémoire 17, apres quelques généralités sur les courbes de
direction, contient la détermination des lignes de direction du troj-
sieme degré : ce sont les courbes représentées en coordonnées po-
laires, par les ¢équations

i 1
peosdw=a*; p’cosyw=a’;

I'application des formules générales donne ensuite, relativement anx
arcs, de tres nombreux résultats dont voici les plus saillants :
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31, Sur une courbe de direction n’ayant que des asymptoles distinctes,
non isotropes, la somme algébrique des arcs interceples par deux courbes
quelconques d'un méme degre est egale a la somme des segments que ces
courbes interceptent sur les asymptotes de la proposée.

Ce théoreme s'applique, par exemple, aux courbes
p** 1 cos(zn + 1) w = al**!,
oil # est un entier non négatif.

Sur une courbe de direction d’ordre 2n, admettant comme pount mul-
tiple d’ordre n, a tangentes distinctes, chacun des deux pownis cycliques
du plan, la sommé des arcs interceptés par deux courbes quelconques d’un
méme degré est €gale a la somme des arcs que ces courbes interceptent
sur n cercles, liés invariablement a la proposée.

Ce dernier théoreme, lorsque les courbes sécantes sont deux droites,

généralise une des propriétés fondamentales du cercle, celle de la me-
sure des angles :

La somme algébrique des arcs interceptés sur la courbe de direction
précédente par les deux cotés d’un angle est proportionnelle a la gran-
deur de cet angle et indépendante de sa position dans le plan.

32. Parmi les courbes de direction, il en est de particulierement
remarquables : en cherchant, en effet, a déterminer les courbes algé-
briques sur lesquelles I'arc est une intégrale abélienne de premiére
espece, |'ai trouvé que ce sont les courbes de direction n’ayant pas
d’autre point & l'infini que les points circulaires; il faut et il suffit, de
plus, qu'en chacun de ces deux points multiples, suivant la termino-
logie connue d’Halphen, la courbe ne présente que des cycles dont la
classe surpasse I'ordre (*). Par exemple, si les tangentes aux points

(') Un ¢pele est, d'aprés Halphen, l'ensemble des branches d'une courbe qui cor-
respondent, en un point de cette courbe, 4 une méme valeur de la variable auxiliaire, &

I'aide de laguelle les coordonnées s'expriment d'une maniére uniforme aux environs du
point considéré.

L'ordre du cyele est le nombre de points confondus avee Iorigine du eycle dans le
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circulaires sont distinctes, chacune d’elles devra étre tangente d'in-
flexion pour la branche correspondante.

Sur une de ces courbes remarquables, deux courbes quelconques d'un
méme degré interceptent des arcs dont la somme algébrique est nulle.

On ne rencontre pas de courhe de cette nature avant le sixieme
degré; la plus simple a pour équation polaire ¢* = a’cos3w, les
courbes

pf=a"cosnw

appartiennent & la méme catégorie, si n désigne un entier impair,

Pk v ap+1 : i
supérieur i 3, ou une fraction de la fﬂrmcw 5 pélant entier, positif

et supérieur a I'entier positif ¢.

La courbe 2 =a” cos3w est de genre un; son arc est done l'intégrale
elliptique de premiere espece correspondante : W. Roberts avait déja
observé que I'are s’exprime par une intégrale elliptique de premiere
espece, mais sans remarquer que cette intégrale appartient a la courbe.

33. Le Mémoire 17 contient quelques propriétés relatives aux
centres de gravité des arcs des courbes de direction; en voiei une,
i titre d’exemple :

Les arcs interceptes sur une courbe de direction par deux courbes quel-
conques d’'un méme degré ont une somme algebrique nulle, et le centre
de gravité des arcs positifs coincide avec celui des arcs négatifs, si la courbe
de direction considérée n'a pas d'autres points a l'infini que les pounts
eirculaires, et si elle ne presente, en chacun d'eux, que des cycles dont la
classe surpasse le triple de I'ordre, -

Ce théoreme s’applique, en particulier, aux courbes o” = a" cosnw,
si n est un entier impair, égal ou supérieur a 5.

nombre lotal des points d'intersection de la courbe et d'une droile différente de la tan-

gente au evele; si cette droite est la langente, le nombre des points d'intersection con-

fondus avee l'origine du evele est égal & la somme de I'ordre et de la classe de ce cycle.
H, 5
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Dans un autre ordre d'idées, les courbes de direction donnent lieu
ce théoreme :

Toute ligne de courbure plane, non multiple, d’une surface algébrique
est une courbe de direction, lorsque 'an gle, ndcessatrement constant, sous
lequel son plan coupe la surface n’est ni nul ni droil.

V. — Aires sphériques.

34. Voici les deux résultats fondamentaux sur cette question (18) :

Sotent deuzx surfaces quelconques de méme ordre p, el deux autres sur-
faces de méme ordre q : la somme algébrique des 2pq aires que ce sys-
téme découpe sur une sphere de rayon R est égale @ 2pRd; p élant un
coefficient dépendant uniquement du systéme des quatre surfaces primi-
tives, et d désignant la distance du cenire de la sphére a un plan lié inva-
riablement a ce systéme.

Un systéme, composé de deux surfaces quelconques de méme ordre et
de deux autres surfaces asymplotiques entre elles, découpe sur une sphére
des aires dont la somme algébrique reste fixe pour toutes les positions de
la sphére dans Uespace : elle est ¢gale au produil du rayon par un para-
métre qui dépend uniquement des surfaces primitives.

Ce paraméetre est d’ailleurs nul si les deux premikres surfaces sont
asymptotiques entre elles, ou si les deux secondes, au lien d'étre
asymplotiques, sont asymptotes : par asymptotigues, j'entends des
surfaces qui ont mémes points a U'infini; par asymptotes, des surfaces
qui ont mémes points a I'infini et mémes plans tangents en ces points.

35. On comprend, sans qu'il soit utile d’en donner des exemples, a
quelles variétés d'applications se prétent ces deux théoremes géné-
raux; par une méthode élémentaire (26, 27, 28) j'ai établi des propo-
sitions de méme nature, qui constituent I'extension & la sphere de la
propriété si simple et si remarquable que présente la eirconférence de
cercle pour la mesure des angles situés dans son plan : la différence
(ou la somme) des arcs interceptés par les deux cotés d’un angle « sur
une circonférence de rayon R est égale & 2Ra. Dans I'espace, ce

Notice sur les travaux scientifiques - page 34 sur 88

.
k f..ﬂ


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=34

ST Sante

— 35 — E

théoreme n’est pas applicable sans modification & la différence des
aires que découpe, sur une sphere, un angle solide ou un eéne rencon-
trant cette surface suivant deux courbes fermées : la dilférence en
question n'est pas seulement fonetion duo rayon de la sphere et de la
forme du cone: mais il suffit, pour I'exprimer, d'introduire un nouvel
élément, la distance du centre de la sphere & un plan passant par le
sommet du cone et lié invariablement & ce cone. Donnons Iénoncé
exact de la proposition :

36. Un cone découpe, sur une sphere concentrique de rayon un,
deux aires symétriques; appelons plan d’orientation du cone le plan
mené par le sommet normalement a la droite qui joint les centres de
gravité de ces deux aires, et module le produit de la distance des deux
centres de gravité par la valeur de I'angle conique.

La difference des deux aires que découpe, sur une sphére de rayon R,
un cone, dont toutes les génératrices coupent la sphere, est égale a 2pRd,
g étant le module du cine et d la distance du centre de la spﬁe‘r& au plan
d’ortentation,

L’application aux angles polyedres et aux cones du second ordre
donne des résultats intéressants.

Le plan d’orientation et le module d'un angle triedre se déterminent
simplement : il suffit d’¢lever au sommet, sur chacune des faces et vers
I'extérieur du triedre, une normale égale a 1'angle de la face, et de
composer comme des forces les trois longueurs ainsi obtenues; la ré-
sultante est égale au module du triedre et perpendiculaire 4 son plan
d’orientation. Une construction semblable s'applique 2 un angle
polyédre quelconque. Comme conséquences, un angle triedre tri-
rectangle dont le sommet est sur une sphere, et dont I'axe (inter-
section des plans bissecteurs) passe par le centre de la sphere, découpe
sur celle-ci une aire égale 3 ©R*y3; dans les mémes conditions, un
triedre dont les faces sont de Go® découpe une aire égale au sixieme de
la sphere totale.

37. Les mémes formules permettent d’évaluer simplement sur la
sphére une aire quelconque limitée par des arcs de petits cercles; il
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suffit pour cela de savoir calculer la surface de la lunule comprise
entre deux petits cercles, et je donne & cet effet une expression tris
simple.

38. La valeur du module d'un cone du second ordre me permet de
caleuler le différence des aires découpées sur une sphere par une qua-
drique; on arrive ainsi & des résultats curieux et inattendus.

Soit Ma* + Ny* + Ps* = K I'équation d’une quadrique rapportée a
son centre et i ses axcs; appelons module correspondant au plan prin-
cipal 5= o la valeur absolue de la quantité

anP
VIM—P)(N—P)

et définissons de méme les modules correspondant aux deux autres
plans principaux.

Deux de ces modules sont réels, le troisitme est imaginaire.

Supposons maintenant que la quadrique coupe une spheére de rayon R
sutvant deux courbes fermées; le eone du second ordre qui passe par celte
intersection, el dont le sommet est intérieur a la sphére, a son axe intérieur
normal & un des plans principaux de la quadrique; soit 1l ce plan.

La différence des deux aires découpées par la quadrigue sur la sphére
a pour valeur 20Rd, p désignant le module correspondant au plan I1; et
d la distance du centre de la spheére a ce plan.

Dans le cas d'une quadrique de révolution, le plan II est toujours

celui de 'équateur; et si la méridienne est une parabole, je montre
que :

 La différence des deux aires que découpe sur une sphere un paraboloide
de révolution est égale a 4=Rp, p désignant le paramétre de la parabole
meridienne : cette différence est donc indépendante des positions des deux

surfaces dans espace, pourvu toujours que le paraboloide coupe la sphére
suivant deux courbes fermées.

39, Les pinceaux de droites donnent lieu & une formule analogue
aux précédentes, Appelons ouverture du pinceau le double de I'aire
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découpée sur une sphire de rayon un par le faisceau des droites me-
nées du centre de la sphere parallelement aux droites du pinceau : la
somme algébrique des deux aires que découpe un pinceau sur une
sphere est le double produit du rayon par I'ouverture et par la dis-
tance du centre de la sphere au plan de symétrie des deux points
focaux du pinceau. De méme, la somme algébrique des deux aires
découpées sur une sphere, par un pinceau de droites paralliles 2 un
plan, est égale au produit du rayon par un coefficient constant, qui
ne dépend que de la nature du pinceau.

On déduit de la des propositions intéressantes relatives i la somme
ou & la difference des aires que découpent sur une sphere certaines
surfaces réglées; ainsi, pour un conoide, cette somme est le produit
du rayon par un coefficient qui ne dépend que de la forme du conoide,
et c’est I une généralisation directe du théorbme de la mesure des
angles.

VI. — Aires ellipsoidales.

40. Divers géometres ont essayé d’étendre avx aires, sur l'ellip-
soide, les propriétés classiques si simples et si élégantes des ares
’ellipse, mais aucun résultat net n’avait été obtenu. Les tentatives
les plus heureuses ont été celles de Jellett et de Lebesgue, que nous
allons résumer.

Appelons, sur I'ellipsoide, paralléle, d’axe D et d’angle o, le lieu
des pointsde la surface ol la normale fait unangle  avec une droite D
issue du centre; un parallele se compose de deux boucles fermées,
symétriques par rapport au centre, et 'aire ellipsoidale comprise entre
elles est I'aire du paralléle.

Jellett et Lebesgue ont montré que tout parallele dont I'axe est un
des axes de Uellipsoide a une aire exprimable par les fonctions ellip-
tiques; de plus, siles angles ¢, ¢/, ¢” de trois paralltles, ayant respec-
tivement pour axes les trois axes a, b, ¢ de la surface, vérifient les
relations

1 I
~tango = zlang o'= -tangg’,

=g

les différences de leurs aires deux i deux s'expriment algébriquement :
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o’est une extension directe du théoreme de Fagnano pour les arcs
d’ellipse, mais elle est encore engagée, on le voit, dans des formules
algébriques.

41. Voici maintenant ce que j'ai ajouté a cette théorie :

Le théoreme de Fagnano est un cas particulier d'une proposition
plus générale et plus élégante, connue sous le nom de Tnioriye pe
Graves. Sur une ellipse E,, extérieure et homofocale a une ellipse E, on
prend un point quelconque C, par lequel on méne les deux tangentes a E;
sotent T et T' leurs points de contact : I'exces de la somme des longueurs
de ces tangentes, limitées au point C d’une part el aux points T et T’
d’autre part, sur l'arc de 'ellipse intérieure compris entre les points de
contact, est constant,

("est précisément ce théoreme de Graves que jai étendu, presque
mot pour mot, aux aires ellipsoidales, et cela sous la forme suivante :

Sur un ellipsoide E,, extéricur et homofocal a un ellipsoide B, on prend
une conique queleconque C, dont le plan passe par le centre, et 'on circon-
seril a cette conique et a B une développable ; sotent T et T les deux boucles
de la courbe de contact de la développable et de Iellipsoide intérieur :
Uexces de Uaire de la développable, limitée & la conique C d’une part et
aux boucles T et 1" d’autre part, sur Uaire ellipsoidale comprise sur E
entre ces deux mémes boueles, est constandt.

L'exces constant s'exprime simplement par les fonctions elliptiques.
Soient

=

x! 2 5t
Fr T R T E =

1(

e 2
s+ 5+

—_—1= 0,

=
i

c

les équations des ellipsoides E et E,; introduisons les fonctions de
Weierstrass correspondant aux racines

_36‘(‘:” £i=|-3a*cf A% 3alht

étant poseé
p=a*l’+ atet+ bict;
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I'excés constant a pour valeur

_.”‘-\/E_[ru_i_u_\/3{a1+9}(£}=+9}{c’+6)]
Fl [ Bo s

u étant le plus petit argument positif défini par I'équation

Jatlict

Pi—1= E'P .

Toutes les démonstrations ont pour base mes formules sur les
sommes de Jacobi (n® 25).

Si I'on observe que les deux boucles T et T’ constituent un parallele,
on en déduit expression générale de I'aire d'un parallele.

42. Le théoreme de Jellett et Lebesgue est un eas particulier du
mien; on 'obtient en prenant successivement, pour la conique C, les
trois coniques principales de E,.

43. On peut trouver sur I'ellipsoide d'autres aires réductibles aux
fonetions elliptiques.

En premier lien, soit une sphere de centre /, m, n el de rayon R,
extérieure a 'cllipsoide; circonscrivons a ces deux surfaces une déve-
loppable : I'aire comprise sur 'ellipsoide, entre les deux boucles de Ia
courbe de contact avec la développable, est égale, a une quantite alge-

brique pres, a
21:\/{:; (Lo + ¢,

. N 5 3 Iatht
ol ¢ est le plus petit argument positif défini par py — 1= 4

‘HF’ et f

la racine positive de I'équation

Ik m? nt I

Y R T R ey e

Dans le cas ot la sphere a son centre sur un des axes de I'ellipsoide,
Oa par exemple, j'arrive & I'expression compléte de I'aire ellipsoidale
correspondante

&y g
ﬂ\/gwwwn = “\/gfp"'—'%,’n-a.w

o a:‘( giwew\? 4 £
e e piv g7 4 2836
ﬂ.":\/."i ft \:rlwn',w) [ ) et 2€4)s
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[ désignant I'abscisse du centre de la sphére et w étant le plus petit
argument positif défini par

Rz adip

En second lieu, sil'on appelle sone ellipsoidale la zone limitée sur un
ellipsoide par deux coniques, le long de chacune desquelles on peut
circonserire & la surface un cone de révolution, 'aire d’une telle zone

s'exprime elliptiquement. Cette expression résulte du théoreme sui-
vant :

pw—1=13

Sotent x,, 5, les coordonnees, dans le plan des xz, dusommet d’un cone

- y . o e U 1 £t
derévolution circonscrit a Iellipsoide % + g; +5—1=0 (a>b>e);

l'exces de aire latérale de ce cone, limité a son sommet et a la conique
de conlact, sur l'aire de la ca'otte ellipsoidale comprise a son intérieur, a

pour expression
r\/g (Lo 4 u)— 3,

=, étant I'aire du demu-ellipsoide, et u le plus petit argument positif défini,

en fonction des coordonnées x,, s, du sommet, par les relations compa-
tthles

at— b p bt — et
x}:mi{yﬂ—eﬂp ;}:w%("au—et}.

L'aire latérale du cone est algébrique et s’obtient aisément. Comme
conséquence :

Les aires de deux sones ellipsoidales ont une somme ou une différence
exprimable algébriguement lorsque les quatre plans qui limitent ces sones
touchent un ellipsoide homothétique a Uellipsoide propose.

Dans le cas o I'ellipsoide devient un paraboloide elliptique, les

zones ont une aire exprimable rationnellement (31, 32) de la maniére
la plus simple.

VII. — Arcs des courbes algébriques.

44. L'arc d'une courbe algébrique quelconque n'est pas une inté-
grale abélienne appartenant a cette courbe, de sorte que la somme
algébrique des arcs interceptés sur elle par une série de courbes mo-
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biles ne pourra s’exprimer  I'aide des formules du théoreme d’Abel :
mais il en sera autrementsi, en tenant compte de ' équation de la courbe
mobile, on peut faire disparaitre le radical dans I'élément d’arc de la
courbe fixe.

Le théorbme fres général suivant résume cette théorie (33) :

Soit & une courbe algébrique, intersection totale ou partielle de deux
surfaces, f= 0, 9 = o, sur aucune desquelles elle n’est multiple et qui ne
se touchent pas le long de la courbe ; posons

A=figi=feoy B=foige—Soo:  C=fr9,— [0k
On coupe la courbe € par des surfaces ayant pour équation
Fi— @ (A*+ Bt () =o,

F et ® désignant des polynomes quelconques en x,y, 5, t; la somme algé-
brigue des arcs compris sur la courbe  entre deux surfaces de ce systéme,
obtenues en faisant suivre une loi de variation quelcongue aux coefficients
des polynomes F et @, est une fonction rationnelle des valewrs initiales et
finales de ces coefficients.

C'est également une fonction rationnelle des coefficients des deux sur-
Saces f et o, pourvu toutefois que Iéquation de la projection de € sur un
plan._ ait ses coefficients rationnels par rapport a ceux des dewr surfaces.

L'intérét de ce théoreme est que les logarithmes, qui figurent en
général dans les formules du théoreme d'Abel, disparaissent; il ne
peut y avoir d’exception que si toutes les surfaces

Fit=o, (A*+B*+(C)P=0

passent par un méme point a l'infini de la eourbe e, et si ce point est
un point du cercle isotrope ou un point de contact de la courbe et du
plan de Dinfini.

Enfin, une formule simple donne, dans tous les cas, 'expression de
la somme des arcs considérés dans le théoréme général.

45. De la se déduisent de trés nombreuses conséquences, dont on
va citer les plus simples.
H. fi
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A une courbe algébrique gauche C, d’ordre n, on mene les tangentes
qui font un angle donné ayec un axe fixe et U'on fait ensuite varier cet
angle : la somme algebrique des arcs parcourus sur G parles points de
contact est a chaque tnstant égale & zero.

On méne & G les plans normaux qui touchent une sphere, et l'on fail
varier le rayon de ceite sphére, son centre demeurant fize: la somme alge-
brigue des arcs parcourus sur G par les points d’incidence des plans nor-

mauz est égale a 2n fots la variation du rayon, ou @ 2(n — v) fois cette

vartation si C a v points @ U'infini sur le cercle isotrope.

Dans ces deux énoncés, on suppose que la courbe C ne touche pas
le plan de U'infini.

A une courbe algébrique ne touchant pas le plan de Uinfini en un point
du cercle isotrope, on méne les plans normaux qui touchent une sphere,
et L'on fait varier le centre decette sphere, son rayon demeurant fize : la
somme algébrique des ares parcourus sur la courbe par les points d'inci-
dence des plans normaux est @ chaque instant egale a séro.

La deuxieme proposition, appliquée a 'ellipse et & des spheres (ou
cercles) ayant le méme centre que cette courbe, est une des formes du
théoreme de Fagnano; dans toute sa généralité elle constitue done
une extension de ce Lhéoreme et pent s’énoncer ainsi :

Les huit pieds des normales qu'on peut mener a une ellipse, tangentiel-
lement a un cercle intérieur a la développée, se groupent deux & deux de
maniére a déterminer sur U'ellipse quatre arcs, dont la somme algébrique
est égale a quatre fois le rayon du cercle,

46. Dans le cas particulier des courbes planes, j’ai cherché i géné-
raliser le théoreme de Graves sur les ares d'ellipse; ce théoreme, cité
plus haut, peut recevoir un autre énoncé : les quatre points de contact
d’une ellipse, avec les tangentes communes & cette conique et a un
cercle extérieur, se groupent deux & deux de maniére 3 déterminer
sur I'ellipse deux arcs, dont la somme algébrique est égale & celle des
longueurs des tangentes communes.

Sous cette forme, jai reconnu (34, 36) que la proposition s’étend
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sans modification i une courbe plane quelconque, par une démonstra-
tion tout élémentaire :

Les points de contact d’une courbe plane C, de classe v, avec les 2v tan-
gentes communes a cette courbe et @ un cercle, se groupent deux a deux
de maniére a déterminer, sur C, v arcs, dont la somme algébrique est
égale a celle des longueurs des tangentes communes.

Les tangentes communes sont supposées limitées au cercle d'une
part et & la courbe d’autre part.

47. Le Mémoire 33 contient de nombreuses propriétés des ares des

cubiques gauches ou planes, des biquadratiques sphériques, de la
lemniscate de Bernoulli; par exemple :

Etant donnée une cubique gauche, on considére un quelconque des
cones du quatrieme ordre, X, qui ont leur sommet en un point de la cubique
et qui passent par les 8 points de cette courbe ou la tangente est iso-
trope. Le cone £ admet 63 systémes de cones du second ordre, de méme
sommet, qui lui sont inscrits, c'est-a-dire le touchent suivant §j genéra-
trices : deux cones inscrus d'un méme systéme interceptent sur la cubique
gauche quatre arcs dont la somme algebrique est rationnelle.

Deuz cercles passant par le centre d'une lemniscate interceptent sur
cette courbe deux arcs égaux, si leurs centres sont sur une méme conique,
ayant pour foyers les foyers de la lemniscate.

Citons encore un théoréme général :

Sur la courbe d'intersection de deux surfaces algébriques, on considére
les points ot les dewa surfaces se coupent sous un angle donné, et I'on fait
ensuite varier cel angle ; la somme algebrique des ares décrits sur la courbe
par les points considerés s'exprime rationnellement, en fonetion de la tan-
gente de l'angle variable et des coefficients des surfaces primitives.
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TROISIEME SECTION.
SURFACES ALGEBRIQUES.

1. — Surfaces cyclides.

48. Les eyclides sont les surfaces du quatrieme ordre qui ont pour
ligne double le cercle isotrope a l'infini; elles sont U'objet, dans le
Mémoire 37, d'une étude détaillée, purement géométrique, qui complite

les beaux résultats donnés antérieurement par MM. Moutard, Darboux

et Laguerre.

L'idée principale de ce Travail est l'introduction des groupes de
sphéres par rapport & une cyclide; on sait qu'une cyclide admet une
série simplement infinie de quadriques inscrites, V, et que, par la
biquadratique commune a la cyclide et & une sphire quelconque,
passent quatre cones, dont chacun est circonserit a une surface V. Les
spheres auxquelles répond ainsi une quadrique V, donnée, sont dites
appartenir au groupe N de sphéres, et cette notion entraine de nom-
breuses propriétés ('). Une méme sphere appartient i quatre groupes.

Toute tangente 4 une quadrique V coupe la cyclide, ainsi que I'a
montré M. Darbous, en quatre points dont la détermination dépend de
deux équations du second degré; les quatre points se divisent done en
deux couples et je dis que les deux points d'un couple sont conjugues
dans le systéme V; enfin, un cercle bitangent i la cyclide appartient au

(*) Depuis Ta publication du Mémoire 37, qui remonte & 1885, j'ai reconnu, au cours
de mes études sur la surface de' Kummer, qu'aux sphires d'un méme groupe par rapporl
& une cyclide, la transformation de Lie fait correspondre des droites qui appartiennent &
un des complexes du second ordre, en nombre simplement infini, dont la surface de
Kummer esl la surface de singularité. 11 n’est done pas étonnant que la notion de sphéres
d'un méme groupe m'ait donné d'inléressants résullals géométriques; ceux-ci d'ailleurs,
pour la plupart, n'auraient pu se déduire des propriéiés connues de la surface de Kummer
el des complexes du seeond ordre correspondants..
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groupe V si ses deux points de contact sont conjugués dans le
systeme V.

49. Cela posé, voici quelques-unes des nombreuses propositions
établies dans le Mémoire 37 :

]

Le lieu des centres des spheres de rayon nul appartenant a un méme
groupe est une eyclide homofocale a la proposée.

Les biguadratiques communes a une cyelide et aux sphéres d’un méme
groupe ont une de leurs lignes focales sur la eyclide, lieu des centres des
spheres de rayon nul du groupe.

Toute sphére passant par un cerele bitangent du groupe N appartient
au groupe N de sphéres.

Les sphéres d'une méme série doublement tangentes a une biguadratique
spherique tracée sur une cyelide, et simplement tangentes a ceile surface,
la touchent suivant une ligne de courbure.

Les axes des cercles d’'un méme groupe N, butangents a une cyclide,
touchent une quadrique U, homofocale awx quadriques déferentes de la
cyclide.

Les plans perpendiculaires en leurs milkeuxr aux droites joignant deux
points d'une cyelide conjugues dans le systéme N enveloppent la qua-
drique U du théoréme précédent.

Les quadriques N et U ont mémes directions principales et les longueurs
de leurs axes paralléles sont inversement proportionnelles.

20. Vappelle cubigue principale d’une cyclide le lieu des centres des
quadriques V inseritesy de nombreux théorémes se rattachent i cette
courbe. Ainsi :

Si une section plane a un axe de symélrie, cet axe est une corde de la
cubique principale; le plan mené par l'axe normalement au plan de section
passe par un point fixe O de la cubigue.

Réciproquement : Un plan quelconque P issu de O coupe en outre la
cubique en [ et m; le plan mené par | et m normalement au plan P
rencontre la cyclide suivant une courbe qui admet lin comme axe de
symetrie.

Les plans des courbes a deux axes de symétrie qu'on peut tracer sur la
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eyclide enveloppent une développable, dont la podaire, par rapport au
point 0, coincide avee la cubique principale.

Un plan quelconque coupe, suivant des courbes & un axe de symetrie,
trots cyclides d’un systéme homofocal.

Soit O’ le pied d’une normale menée du point O @ un des cing cénes du
second ordre inserits & la ¢yclide; le plan tangent en O @ ce cone coupe la
eyelide sutvant deux cercles égauz, dont les centres sont équidistants
de O et en ligne droite avec ce poinl. ]

La normale en un point d'une cyclide et la corde de la cubique princi-
pale issue de ce point déterminent un plan qui passe par le point fize 0.

51. Je signalerai encore des propositions sur les normales, les
lignes de courbure, les centres de courbure principaux d'une cyclide
et, en particulier, des constructions trés simples de ces centres pour
un point donné de la surface. Le théoreme suivant concerne la théorie
des points conjugués.

Le lien des conjugués d’un point @ d’une cyclide, dans un systeme V,
est la biquadratique commune & la surface et & une sphere qui la
tonche au point a; je montre que :

Les centres a,, @y, @y, ... des sphéres qui renferment les conjugueés

du potnt a dans les systemes NV, Vy, V,, ... déterminent sur la normale a-

la cyclide en a une division homographique a une division fixe; le rapport
anharmonique de quatre de ces points est égal au rapport anharmonique,
sur la cubique principale, des centres des quadriques V correspondantes.

Ce théoreme donne de nombreunses conséquences; la suivante com-
plete un résultat de MM. Laguerre et Darboux :

Sotent dy, d,, dy, d,, d; les centres des spheres bitangentes & la cyelide
el dont un des points de contact est un point donné a de cette surface; les
eing points d sont respectivement sur les cing quadriques déférentes. Si
a décrit une ligne de courbure, ces cing points et 'un des centres de
courbure principaux: de la cyclide en a déterminent, sur la normale en a,
une division homographique a une division fize.

52. La note 38 ftraite un probleme intéressant posé par M. Darbous.
I'éminent Géometre a montré qu'on peut déterminer les lignes de
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courbure d'une cyclide quand on prend pour absolu (Cayley) une
guelconque des quadriques V inscrites; je fais voir que ces lignes,
quelle que soit la quadrique V choisie, coincident avec les lignes de
courbure ordinaires.

De ce résultat, transformé par corrélation, se déduit une détermi-
nation simple des lignes de courbure d'une surface remarquable
étudiée par MM. Laguerre et Darboux :

La surface de quatriéme classe et du dousieme ordre, doublement
inscrite dans un cone du second degré et ayant le cercle isolrope comme
ligne double, admet une série simplement infinie de quadrigues inscrites;
chacune de ces quadriques, en dehors de sa courbe de contact, qui est du
quatriéme ordre, coupe la surface suivant une courbe du seisiéme ordre :
ces courbes du seisiéme ordre sont les lignes de courbure de la surface.

I1. — Surfaces du second ordre.

53. Le Mémoire 39 étend aux quadriques les notions de points
conjugués et de groupes de spheres. Soit ¢ une conique quelconque du
plan de U'infini passant par les quatre points communs & la quadrique
et au cercle isotrope; une sphere appartient au groupe o si un des
quatre cones qui passent par son intersection avec la quadrique con-
tient la conique . Deux points de la quadrique sont conjugués dans le
systéme o si la droite qui les joint rencontre cette conique; enfin, un
cercle bitangent & la quadrique fait partie du groupe & si ses deux
points de contact sont conjugués dans le systeme o.

Toute sphére passant par un cercle bitangent du groupe o appartient
au groupe a de sphéres. ;i

Le lieu des centres des spheres de rayon nul appartenant a un méme
groupe est une quadrique homofocale a la proposée.

Les biquadratiques communes a une quadrique et aux spheres d’un
méme groupe ont une de leurs lignes focales sur la quadrique, liew des
cenires des spheres de rayon nul du groupe.

Les deuz focales a, et «, d'une conique a, tracée sur une quadrique E,
sont respectivement sur deux quadriques E, et E,, homofocales a E; les
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cones etrconscrits auz quadriques B, E,, E, suivant les coniques o, o, o,
sont concentriques et homofocauzx.

Les sphéres d’une méme série, bitangentes & une quadrique Q, inscrite
a B, appartiennent é un méme groupe par rapport a E; de méme pour les
sphéres inscrites a une quadrique de révolution bitangente a E.

On peut toujours, bien que cela semble impossible a priori, construire
une quadrique inscrite @ une quadrigue donnée B, et bitangente a trois
sphéres appartenant a un méme groupe par rapport a E.

Les sphéres d'une méme série, doublement tangentes a une conique situce
sur une quadrique et simplement tangentes a cette surface, la touchent
suivant une ligne de courbure, qui passe par les extrémités du diamétre
conjugueé du plan de la conigue.

Parmu les spheres qui touchent les dewx génératrices rectilignes passant
par un point m d'une quadrique, on considere celles qui sont en outre
tangentes & la surface : le lieu de lewrs points de contact se compose des
deux lignes de courbure de la quadrique qui se croisent en m.

On a ainsi une génération géométrique tres simple des lignes de
courbure; si, de plus, on désigne par a et b les points ol la sphere
touche les deux génératrices, par ¢ celui ol elle touche la quadrique,
la ligne de courbure engendrée par ¢ est normale en ce point au cercle
qui passe par les points a, b, c.

Citons enfin une proposition analogue & un théoreme rappelé plus
haut & propos des cyclides :

Les lignes de courbure d'une quadrique restent les mémes quand on
prend pour absolu une conique quelconque, passant par les quatre points
communs a la surface et au cercle isotrope, ou une conique quelconque
passant par quatre ombilics situés dans un méme plan principal.

On peut donner, pour une conique, une théorie des groupes de
cercles analogue & la théorie des groupes de spheres (39).

54. Le Mémoire 41 est consacré a une question d’un ordre différent.
Il semble a priori qu'il y ait une infinité simple de quadriques indé-
composables touchant respectivement en quatre points deux qua-
driques données; en réalité, je montre qu'il n’en est rien : si les deux
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quadriques primitives ne satisfont p:is a une condition initiale, il
n'existe aucune surface du second ordre quadritangente & I'une et i
I'autre; si la condition est vérifiée, il existe une infinitd double de
telles surfaces. -

La condition initiale peut recevoir différentes formes.

Par exemple, si A =o0 et B = o sont les équations des deux qua-
driques primitives, il faut que le produit AB soit décomposable en
une somme de quatre carrés, ou que les génératrices d'un systeme
de A et celles d’un systeme de B appartiennent & un méme complexe
linéaire.

Si I'on désigne, suivant les notations classiques, par A, 6, A', ' les
invariants du systeme des deux quadriques, la condition initiale s’ex-
prime analytiquement par A®*=A'0* Quand elle est vérifice, les
surfaces du second ordre quadritangentes a4 A et B ont une équation
de la forme AnC + AE + uF — D =0, A et . étant des parametres
arbitraires.

5>. C'est la théorie des quadriques inscrites 4 une surface de
Kummer qui m'a amené & poser le probleme précédent; le lien entre
les deux questions est exprimé par cette proposition :

Les surfaces du second ordre, quadritangentes a deux quadriques
données et passant par un pm'm: donné, ont pour enveloppe une surface de
Kummer.

Réciproquement, toute surface de Kummer est susceptible de ce
mode de génération. '

1II. — Surfaces du troisiéme ordre.

56. En étudiant (43) un complexe remarquable de coniques, j'ai
été conduit & quelques propriétés simples de la surface du troisieme
ordre.

Considérons cing points de l'espace v,, ©,, ..., @; et les cubiques
gauches en nombre doublement infini qui passent par ces points; le
lieu des points de contact d'un plan quelconque avec les cubiques de

H. 7
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ce systeme est une conigue. On définit ainsi un systeme trois fois
infini, c’est-i-dire un complewe de coniques, dont il y a une et une
seule dans chaque plan de I'espace, et je montre que, par un choix
convenable du tétraedre de référence, I'équation générale de ces

coniques est ; 3 T
}-|ﬁ'-' = },J" "1‘“1;4 "";lu.t = 0

1,£2+ )\.g:‘}'l‘"" ;‘-352 + }qct: 0y
les & étant des paramétres arbitraires.

Les deux nouvelles coniques doubles de la surface développable circon-
serite a deux coniques quelcongues du complexe appartiennent également
au complexe.

Les contques du complexe dont les plans passent par un méme point P
rencontrent chacune en six points une courbe d'ordre sept, C,, qui passe
par P; celle courbe est le lieu des points de contact des langentes menées
de P aux cubiques gauches qui contiennent les cing potnls .

[nversement, la courbe C, jouit de la propriété d’étre coupée, par
tout plan contenant P, en six nouveaux points situés sur une conique.
Je fais connaitre de nombreuses propriétés de cefte courbe, de sa
projection sur un plan & partir d'un de ses points; par exemple, C,
est anallagmatique par rapport a chacun des cing points », quand on

prend pour absolu une quelconque des coniques dont les plans passent
par P et qui rencontrent la courbe en six points.

57. La théorie des surfaces cubiques se rattache i la précédente par

deux propositions qui donnent deux générations simples de ces sur-
faces.

Le lieu des coniques du complexe dont les plans passent par une droite
donnée 3, est une surface du troisieme ordre qui contient la droite.

De plus, cette surface renferme les cing points w, et le plan tangent
en chacun de ces points passe par la droite &.

A toutes les cubiques gauches passant par les cing points w, on méne,
] " r ™ . a
d'une droite donnée, ¢, des plans tangents : le lieu des points de contact
est la surface du troisieme ordre precedente.
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On en déduit ces conséquences :

A deux coniques quelconques tracées sur une surface cubigue, et dont
les plans passent par une méme droite & de cette surface, on circonserit
une developpable : les deux nouvelles coniques doubles de ces développables
sont en nombre doublement infini et forment deux congruences distinctes ;
les comques de chaque congruence sont respectivement dans des plans
passant par un point fixe, el rencontrent, chacune en six points, une
courbe du septieme ordre tracée sur la surface cubique.

Les deux courbes du septieme ordre ainsi définies sont susceptibles
d'une autre génération simple : il y a, sur la surface cubique, deux
coniques tangentes a la droite ¢; si 'on fait rouler un plan sur une de
ces coniques et sur la surface, le lien du point de contact avec celle-ci
sera une des deux courbes d’ordre sept.

IV. — Surface desmique du quatriéme ordre.

58. On dit que trois tétrabdres constituent un systeme desmigue
lorsque les trois surfaces du quatrieme ordre, formées respectivement
par leurs faces, appartiennent & un méme faiscean ponctuel; on appelle
surface desmique toute surface de ce faisceau. Dans le Mémoire 44,
j'exprime les coordonnées d’un point d’une telle surface a I'aide des
fonctions elliptiques, et j'en déduis toute une théorie géométrique.

L'expression elliptique des coordonnées est

—_— B — = —

oyt Tyl it T
= : P P f
Ty v Ty Ty o

e désigne le facteur de proportionnalité, et les fonctions o, de w et de v,
correspondent aux mémes racines e,.

On peut tracer sur la surface trois séries de biquadratiques gauches,
ayant pour équations respectives v =a, u —¢ = o, u - ¢ = a; a d¢-
signant une constante arbitraive; toute tangente d'une de ces biqua-
dratiques touche la surface desmique en un nouveau point, de sorte
que la développable, qui a pour aréte de rebroussement une des
courbes précédentes, est circonserite i la surface le long d'une courbe.
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De la trois nouvelles séries de courbes, respectivement conjuguées
des précédentes : u=a, 3v+u=—a, 3¢ —u=z. On en déduit
équation des lignes asymptotiques u == ¢y'— 3 = const.

Les cordes des biquadratiques des trois séries appartiennent & un
méme complexe du troisieme ordre; les arguments elliptiques des
quatre points communs a la surface desmique et & une droite du com-
plexe peuvent se mettre sous la forme

m=B+p; H=at+p; mma—p;  u=0F—p;

b= va=; Pt =,

%, B, . désignant des constantes arbitraires, et ces formules donnent
de nombreuses conséquences géométriques.

59. Appelons courbe linéaire toute courbe tracée sur la surface des-
mique, et dont la tangente en un point forme, avec les tangentes aux
trois biquadratiques qui passent par ce point, un faisceau de rapport
anharmonique donné; I'équation générale de pareilles courbes est
linéatre en uety.

On peut, a 'aide des courbes linéaires, constituer sur la surface une
Geéomeltrie wentigue a la Géomélrie euclidienne du plan, en ce qui con-
cerne du moins les propriétés angulaires.

L'angle desmigue de deux directions en un point de la surface se
définit exactement comme sur la sphere, & I'aide da rapport anharmo-

nique de ces directions et des deux directions asymplotiques au point

considéré; on établit ces propositions :

La somme des trois angles d'un triangle desmigue, ¢ est-i-dire formé
par trots courbes linéaires, est égale a v ; deww directions conjuguées surla
surface font entre elles un angle desmique droit; les courbes linéaires me-
nées par les trois sommets d’un triangle desmigue et respectivement con-
Juguées des colés opposés sont concourantes ; le lieu du sommet mobile d'un
triangle desmigue dont la base est fixe et dont les deux angles desmiques
a la base sont égaux, est une courbe linéaire, conjuguce de la base,... elc.

Dans cette Géométrie, les lignes asymptotiques de la surface, qui
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sont des courbes linéaires, correspondent aux droites isotropes du
plan; voici une de leurs propriétés :

Par deuz points fizes, situés sur une méme asymptotique, on meéne deux
courbes lincaires conjuguces entre elles : le lieu de leur point de rencontre
. est une ligne asymptotique de I’ autre serie.

60. Apres les courbes linéaives, j'ai étudié les sections planes de
la surface desmique (44 et 45). Ce sont évidemment des courbes
desmigues, c¢'est-a-dire que chacune d’elles appartient a un faisceau de
quartiques qui contient trois systemes de quatre droites; mais il est
remarquable qu'une courbe desmique est desmique d'une infinité de
manitres, comme cela résulte de ce mode de génération :

Etant donnée une courbe de troisicme classe, C, on lui méne, par un
point m de son plan, trois tangentes, dont chacune rencontre C en quatre
_pm'.rzt.';. Les tangenies en ces 12 nouveaux pm}ar.r formem un systeme des-
mique et se coupent, par suite, 3 a 3, en 16 points . : lorsque m déerit une
droite, les 16 potnts p. correspondants décrivent une courbe desmique du
quatriéme ordre.

Mentionnons encore d’autres résultats :

Toute courbe desmique a 18 bitangentes remarquables, qui_peuvent ére
groupées en 6 triangles jouissant de la propricté suivante : les trois bitan-
gentes de chaque triangle sont les diagonales d’un quadrilatére complet,
dont les 6 sommets sont leurs points de contact avee la courbe,

Les 18 cdtés des 6 triangles touchent une courbe de trotsicme classe.

Il existe 183 coniques dont chacune touche un cdlé de chacun des
6 triangles.

L’équation d'une courbe desmique peut, d'apres cela, étre ramenée
de six manieres au type

Xo- Y 2 —a XY — a X020 — a YPL! + AXYZ(AX + pY +vE)=o.

61. Les courbes desmiques a point double, sections de la surface

desmique par ses plans tangents, ont une équation réductible i Ja

forme
(X*+ Y*) (aX +bY + ¢Z) + XYZ* =0;
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on en conclut, entre autres propriétés, que :

Les tangentes asymptotiques, en un point a de la surface desmigue,
percent chacune la surface en un autre point : la droite qui joint les
points ainsi obtenus touche la surface en un nouveau point, que j'appelle
tangentiel de a.

Si u, v sont les parametres de a, ceux du tangentiel sont — 3¢, u;
si un point décrit une asymptotique, son tangentiel décrit une asympto-
tique de la méme série.

62. La réciproque de la surface des centres de courbure d'une qua-
drique a centre est une surface desmique; on obtient par Ia (46)
des propoesitions sur les normales aune quadrique. On sait que, par un
point M de I'espace, on peut mener, a la surface des centres de cour-
bure d'une quadrique, 28 tangentes doubles; parmi elles figurent
6 normales N a la quadrique, 6 droites P, situées sur des paraboloides
normaux a la quadrique le long de six génératrices d’un méme systeme,
6 droites analogues P, pour les génératrices de I'autre systeme. Ces
18 droites correspondent aux 18 bitangentes de la courbe desmique
considérées plus haut, et possedent des propriétés réciproques. Par
exemple, elles sont sur un cone du troisicme ordre, et ee cdne passe
par 12 points fizes, quel que soit le point M dans I'espace. Les points
fixes sont ceux oli les normales aux ombilies de la quadrique coupent
les plans principaux et le plan de Uinfini.

On sait que les 6 droites N sont sur un cone du second ordre; de
méme les 6 droites P, et les 6 droites P,; ces trois ednes ont quatre
droites communes; et il existe 180 autres cones du second ordre conte-
nant 6 des droites N, P, P,.

Les droites N, P,, P, forment un complexe du troisieme ordre; je
trouve que c'est le complexe des normales aux quadriques

2t y -1

(1 (a+b){y+c)+[s+c}|(s+ﬂ]+1.5—}—&';{':—5—!.:}:1’

ol est un parametre variable. Cest aussile complexe que forment les
génératrices rectilignes de ces surfaces et des surfaces homofocales.
Les normales aux ombilics sont les mémes pour toutes les qua-
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driques (1); il en résulte, d’aprés un beau théoreme de M. Maurice
Lévy, que ces surfaces font partie d'un systéme triple orthogonal. (est
la famille la plus générale de quadriques a centre pour laquelle les
ombilics décrivent des droites normales & toutes les quadriques. L'inté-
gration d'une équation différentielle du premier ordre, par une méthade
due 2 M. Darboux, m’a donné explicitement les deux autres familles du
systeme triple, qui peuvent étre algébriques dans un cas trés étendu.

M. Darboux a bien voulu mentionner ce systeme dans son Ouvrage
sur les Systémes triples orthogonaux.

V. — Surfaces diverses.

63. M. Picard a introduit dans la Science la notion d'intégrale de
différentielle totale de premiére espece sur une surface algébrique,
généralisant ainsi, & un nouveau point de vue, la théorie si féconde
d'Abel et de Riemann pour les courbes algébriques. Les surfaces qui
ne possédent pas d'intégrales de cette nature sont comparables, sous
plusieurs rapports, aux courbes unicursales : sur 'une d’elles, en effet,
les courbes d’un ordre donné peuvent élre individuellement découpées
par des surfaces formant un systeme linéaire; de méme que, sur
une courbe unicursale, les points sont individuellement découpés par
des courbes formant un faiseeau. L'énoncé plus précis de ce théoreme,
établi dans le Mémoire 51, est le suivant :

Sur une surface n'ayant pas d'intégrales de différentielles totales de
premiere espéce, les courbes algébriques d'un méme ordre se repartissent
en une ou plusteurs series lineaires.

Parmi les corollaires, citons celui-ci ¢

St I’on peut tracer, sur une surface S, une série simplement infinie de
courbes unicursales, se coupant deux a deux en un point mobile aw moins,
et n'ayant pas de point singulier mobile en dehors des lignes mulliples
de S, la surface est représentable point par point sur le plan.

Ainsi :

Les surfaces engendrées par des cubiques gauches, se coupant deux a
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deux en un point mobile au moins, sont représentables point par point sur
le plan.

a

Je détermine, dans ce cas particulier, toutes les surfaces consi-
dérées.

64. Le Mémoire 49 denne, au sujet des courbes planes, un théoréme
qui entraine d'intéressantes conséquences dans la théorie des surfaces;
voici I'énoncé de cette proposition, établie en méme temps par M. Cas-
telnuovo, sous une forme un peu moins complete.

On dit qu'une involution, formée de groupes de n points sur
une courbe algébrique, est d'ordre n; elle est despéce k si chaque
groupe est déterminé par £ de ses points choisis arbitrairement; elle
est rationnelle si ses groupes sont ceux que découpent, sur la proposée,
les courbes d'un systéme linéaire, Cela posé :

Les involutions non rationnelles, en dehors naturellement de celles dont
Uespéce égale 'ordre, sont toutes d’espéce un, et il n’en existe pas sur
une courbe prise au hasard..

St une courbe G, de genre p, admet une involution non rationnelle
d’espéce un, elle est lide & une courbe ¢, de genre w (w < p), de telle sorte
qu’a un point de C corresponde un point de €, el qu’a un point de € cor-

respondent n points de G : les groupes de n points ainsi definis sur C
Sorment Uinvolution.

St d est le nombre des potnts doubles de Uinvolution, on a
a(p—=1)=z2n(w—1)+d.

Je montre aussi qu'il ne peut exister, sur une courbe algébrique,
une série continue d’involutions irrationnelles de méme ordre.

65. Comme conséquence, j'établis (50) que :

Si Lon peut tracer sur une surface algébrique une série simplement
infinte de courbes unicursales, de méme ordre, se coupant deux i deux en
un pownt mobile, la surface est représentable point par point sur le plan,

méme st les unicursales ont des points singuliers mobiles en dehors des
lignes multiples de la surface.
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En particulier :

Toute surface sur laquelle on peut tracer une série de coniques, de telle
sorte qu'il passe par chaque point plus d’une conique de la série, est une
surface du quatriéme ordre de Steiner ou une dégénérescence de celle-ci.

VI. — Surfaces unicursales.

66. Autant la théorie des surfaces représentables point par point
sur le plan est riche en propositions particulieres et en exemples
curieux, autant elle semble pauvre en résultats généraux. Il n’était
done pas sans intérét d’arriver, dans ce domaine, 4 des théorémes d’une
application étendue. Mon but, dans le Travail 55, a été de rechercher,
d’une maniére générale, quelles sont les images sur le plan des
courbes communes & une surface unicursale et i ses adjointes d’un
ordre donné : les résultats antérieurement obtenus sur cette question
élaient incomplets et souvent méme inexacts. Les deux propositions
suivantes résument mes recherches :

1. Soit une surface S, d’ordre n, représentable point par point sur le
plan, de telle sorte que ses sections planes aient pour images des courbes
d’ordre h, ayant en des points (a,), (a,), ... des singularités o, G,, ....
Les images des courbes mobiles, communes a la surface et a ses adjointes
d’ordre n + q — 4, sont des courbes d'ordre hg — 3, ayant aux points
(a,), (ay), ... les singularités adjointes des singularités (qo,), (45), ...

I1. Réciproquement, toute courbe du plan, d’ordre hg — 3, ayant en
(a,), (as), ... les stngularités adjointes des singularités (qa, ), (§7,), ...
est I'tmage de Uintersection de la surface S avee une surface adjointe
d’ordren+q — 4 (').

67. D'autres résultats du Mémoire 55 concernent les points mul-

(1) Si une courbe possiéde en un point une singularité o, la singularité adjoinle a & est
cello que possédent, au méme point, les courbes adjointes & la proposée.

Si des courbes fy=o, fy=o0, ... possédent en un point la singularité o, la singula-
rité (g7) est celle que posstdent, au méme point, les courbes

o=F(fi. [y ...),

F étant un polynome arbitraire, homogéne et d'ordre g, par rapport a fy, fs, ...
H. 8
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tiples isolés de la surface, par lesquels doivent passer les-surfacds ad-
jointes; ¢'est-h-dire, en particulier, tous les points multiples d’ordre
supérieur a deux, situés en dehors des lignes multiples : de pareils
points ont toujours, pour image plane, une courbe. De plus :

Si une surface d’ordre n, représentable point par point sur le plan, pos-
séde t de ces points multiples isoles, elle admet au mowns t surfaces d’ordre
n— 4, adjointes le long de ses lignes multiples, et linéairement distinctes.

VII. — Surface du sixiéme ordre liée aux fonctions abéliennes.

68. Une surface peut correspondre point par couple, i une courbe
algébrique C; c’est-a-dire qu'a un couple de points de C correspond
un point de la surface, et inversement qu'a un point de la surface
répond un seul couple sur C. Si C est de genre p, la surface est
de-genre p(p —1).

Lorsque p = 3, on peut supposer que C estla courbe plane générale
d’ordre quatre; alors, pour une des surfaces que I'on vient de définir,
les coordonnées non homogenes d'un point sont des fonctions abé-
liennes & six périodes, de trois paramétres u, ¢, w, liés par la relation
%(u, v, w) =0, ol ¥ désigne une des 64 fonctions abéliennes nor-
males du premier ordre.

69. Voici comment on peut-définic une pareille surface, du degré
minimum stz (56, 57, 58) : _

Soient 3, et I, deux quelconques des 64 fonctions d'ordre un; les
62 autres < se groupent deux i deux de manidre que le produit de deux
fonctions d'un groupe ait méme caractéristique que %, %,. On obtient
ainsi, au total, 32 produits ;7;, dont 16 sont des fonctions paires, et les
16 autres impaires; les 16 produits pairs s'expriment — de méme que
les 16 impairs — en fonction linéaire et homogene de 4 d'entre eux.

Désignons alors par @, ..., 8, cclles des quatre fonctions ainsi dé-
finies qui n’ont pas la méme parité que $,%,; soit S la surface pour
laquelle les coordonnées @, ..., , d'un point sont proportionnelles &
0,,..., ©,, les parametres u, ¢, w étant liés par %, (u, 9, )= o0, J'éta-
blis que S est d’ordre six; si on la rattache & la courbe C du quatritme
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ordre, & un couple de points sur C correspond un seul point de S, mais
4 un point de S répondent, sur G, deux couples, situés sur une méme
droite. La surface S est néanmoins de genre trois.

70. Aux demi-périodes et aux 63 fonctions &, autres que %,, cor-
respondent, sur S, des points et courbes remarquables.

12 demi-périodes annulent %, etles 4 @; il leur correspond 12 droites,
concourant en un point O, qui est triple sur la surface, et répond aux
arguments annulant 3, et Z,. Aux 16 autres demi-périodes annulant %,
correspondent, sur S, 16 points doubles, formant une configuration de
Kummer; aux 32 fonctions &; et 3;, telles que le produit 3,5, ait la
caractérislique, mais non la parité, de 3, S,, correspondent 32 cubiques
planes, placées deux par deux dans les 16 plans de la configuration de
Kummer précédente, et passant par les six points doubles situés dans
leur plan. Enfin aux 3o dernieres fonctions ¥ correspondent 3o bigqua-
dratiques gauches, passant chacune par huit points doubles et par le
point O.

71. Il est intéressant d'observer que la surface S se déduit géomé-
triquement, d’une maniere tres simple, de la surface de Knmmer.

Considérons le point O et la surface de Kummer qui admet pour
points doubles les 16 points doubles de S. Toute sécante issue de O
coupe la surface en 4 points, qui se répartissent, de trois manieres
différentes, en deux couples, et les deux couples de chaque groupe-
ment déterminent sur la sécante une involution du second ordre, dans
laquelle le point O a un conjugué, m : le liew des points m, quand la
sécanle varie, est la surface S.

Cette construction montre que S admet pour ligne double une
cubique plane, intersection de la premiere polaire et du plan polaire
du point O par rapport & la surface de Kummer, et aussi que S conlient
les 12 bitangentes menées de O & cette surface; ce sont les 12 droites
trouvées plus haut.

72. On arrive ainsi & une représentation géométrique intéressante
des 64 fonctions abéliennes normales du premier ordre; la figure
obtenue conduit également & des propriétés nouvelles des courbes du
quatrieme ordre, ou de quatritme classe (59 et 56).
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Soit, en effet, © le cone de quatrieme classe circonscrit a la surface
de Kummer, K, & partir du point O; ses 28 génératrices doubles sont
les 12 bitangentes menées de O 2K et les 16 droites qui joignent O aux
points doubles de K. Ces 28 droites, comme on sait, sont situées 12
par 12 sur 63 cones du troisieme ordre, qui sont les cayleyens des
63 systemes de cones du second ordre inscrits 4 €; or, ces 63 cones, de
sommet O, sont en évidence dans la figure : 32 d'entre eux ont pour
base les 32 cubiques planes trouvées sur S; 3o autres ont pour direc-
trices les 3o biquadratiques; le dernier, enfin, a pour base la cubique
double de S. De la résultent des propriétés des courbes de quatrieme
classe, dont voici quelques exemples :

Les 28 points doubles d'une courbe plane, e, de quatrieme classe
sont, 12 par 12, sur 63 cubiques : ces cubiques peuvent se répartir de
336 maniéres en groupes de trots, de telle sorte que les trois cubiques d’un

groupe n'atent aucun point double de € en commun, et se coupent en trots
points situes sur une droite.

Les 28 points doubles de e sont, 6 par 6, sur 1008 coniques : ees
coniques se répartissent en 336 groupes de trois, de telle sorte que les trois

coniques d’un groupe n’aient en commun aucun point double de 2, et se
coupent en quatre mémes points.

QUATRIEME SECTION.

FONCTIONS ABELIENNES ET SURFACES HYPERELLIPTIQUES.

I. — Surfaces hyperelliptiques.

73. L'Académie des Sciences avait proposé, comme sujet pour le
Prix Bordin en 1892, la question suivante :

Applications de la théorie générale des fonctions abéliennes a la Geo-
metrie.
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Le Mémoire (60) que j'ai envoyé au concours a obtenu le prix; on
me permettra de citer in extenso le Rapport de M. Poincaré sur ce
travail :

8i l'on exprime les coordonnées d'un point d'une courbe algébrique de
genre 1 par des fonctions elliptiques, l'introduction de ces transcendantes
met en évidence bien des propriétés de ces courbes quiauraient pu échapper
au chercheur s'il n'avait possédé que les seules ressources de I'Algébre. Clest
ld une source importante d'applications des fonctions doublement pério-
diques & la Géométrie. Il pent paraitre naturel de généraliser cette méthode
et d’étudier, par des procédés analogues, certaines catégories de surfaces.
On avait cependant jusqu’ici peu travaillé dans cette voie; aussi, en y péné-
trant, les analystes pouvaient-ils étre assurés d'y rencontrer une ample
moizson de découvertes.

C'est ce qui a décidé I'Académie & meltre la question au concours; son
attente n'a pas été trompée; un seul Mémoire, il est vrai, a é1é déposé au
Secrétariat, mais les résultats qui y sont démontrés sont d'une trés grande
importance et conduisent i Ia solution de plusieurs problémes intéressants.
Les surfaces hyperelliptiques, c'est-i-dire les surfaces telles que les coor-
données d’'un quelcongue de leurs points peuvent s'exprimer par des fonctions
quadruplement périodigues, sont de deux sortes. 1l peut arriver, en elfet,
qu'h chaque point de la surface corresponde un seul point du champ hyper-
elliptique, ou bien plusieurs points de ce champ. Les surfaces de la premiére
classe sont celles de M. Picard ; mais on connait depuis longlemps une surface
de la deuxiéme classe & laquelle est attaché le nom de Kummer,

La plus grande partie du Mémoire est consacrée a la théorie de la surface
de Kummer; bien que cette surface ait déja [ait 'objet des travaux d'un grand
nombre de géométres allemands, l'auteur a découvert beaucoup de propriétés
nouvelles dont quelques-unes s'énoncent fort élégamment. 1l s'attache sur-
toul & I'étude des courbes tracées sur la surface. On sait quelles difficullés
présente la classification des courbes gauches et, en particulier, de celles qui
sont tracées sur une surface donnée. Cette question, abordée par notre
regretté confrére Halphen,-lui avait inspiré un Ouvrage justement admiré
de tous les géométres, el couronné autrefois par I'Académie de Berlin.

Le probléme a é1é résolu complétement par Halphen pour quelques sur-
faces, pour celles du second degré, par exemple. Grice & I'emploi des fonc-
tions abéliennes, 'auteur du Mémoire fait pour la surface de Kummer ce
qu’Halphen avait fait pour les quadriques. Il étudie en outre, avec de grands
détails, les surfaces inscrites dans celle de Kummer, les relations de la sur-
face de Kummer avec sa réciproque, les surfaces adjointes i celle de Kummer,

Quatre Chapitres sont consacrés i I'étude des surfaces de M. Picard et des
courbes que l'on peut tracer sur elles. Le plus important est celui ol se
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trouve établie la liaison entre les fonctions hyperelliptiques et les surfaces
adjointes & une surface hyperelliptique donnée.

Revenant enfin aux surfaces hyperelliptiques de la deonxiéme classe, I'au-
teur étudie celles qui sont telles qu'a chacun de leurs points correspondent
deux couples d’arguments, et il montre que ces surfaces correspondent point
par point i celle de Kummer,

En résumé, le Mémoire qui est soumis an jugement de I'Académie con-
tient 'étude compléte de plusieurs surfaces intéressantes et de leurs relations
avec les fonctions abéliennes; c'est 1 une conguéte trés précieuse pour la
Géométrie, et qui ne sera pas non plus inutile & I'Analyse pure, puisqu’elle
nous aidera & nous représenter d’'une maniére plus concréte les propriétés
de ces transcendantes, La Commission a donc été unanime & proposer de
décerner le prix Bordin & 'anteur du Mémoire portant pour épigraphe :

Pendent opera interrupta.

L'auteur de ce Mémoire est M. Houserr.

74. M. Picard, dans un article de la Revue générale des Sciences
(30 décembre 1894), ol il passe en revue les progrés récents de la
théorie des surfaces, a consacré quelques lignes & mon travail cou-
ronné, et voici comment il s'exprime & propos des surfaces hyperel-
liptiques :

Dans un Mémoire extrémement intéressant, couronné il y a deux ans par
I'’Académie, M. Humbert a approfondi I'élude des surfaces précédentes el
établi des théorémes d'une rare élégance. Parmi les résultats relatifs aux
surfaces adjointes, citons au moins celui qui concerne les adjointes d’ordre
m — 3 : le nombre de ces adjointes linéairement distinctes est égal au genre
des sections planes de la surface diminué d'une unité. Signalons encore que
le genre numérique P est égal & —1, et est, par suite, distinct du genre géo-
métrique. M. Humbert étudie aussi des surfaces remarquables d’ordre Auit,
ayant pour lignes doubles les arétes d'un tétraédre, qui sont jusquiici les
surfaces de moindre degré correspondant & des fonctions hyperelliptiques
non réductibles aux fonctions doublement périodiques, D'aprés ce que j'ai
dit plus haut, il resterait i voir s'il existe de telles surfaces pour les degrés
siz et sept, il est bien vraisemblable que huit est le degré minimum.

M. Humbert s’est aussi occupé, dans son Mémoire, de la surface de
Kummer, qui se rattache aux fonctions quadruplement périodiques, mais ne
rentre pas dans la famille précédente : car & un point arbitraire de la surface
correspondent deur valeurs des paramétres, aux périodes prés;: il fait une
éwnde trés complete des courbes tracées sur la surface et des propriéiés des
surfaces passant par ces courbes,
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Ces extraits rendent inutile une analyse détaillée de mon Mémoire
(60), aussi me bornerai-je & mentionner les points les plus impor-
tants.

75, Surface de Kummer. — Jadopte la veprésentation paramé-
trique de M. Weber, dans laquelle les coordonnées d’'un point de la
surface sont proportionnelles a quatre fonclions théta du second
ordre, paires, et a caractéristique nulle. J'établis un théoreme fon-
damental :

L'équation de la courbe compléte, d’ordre 4 p, commune a la surface et
a une surface algébrigue d’ordre p, s'obtient en annulant une fonction
théta normale paire, d’ordre 2p, a caractéristigue nulle, v wEciero-
QUEMENT.

Les courbes tracées sur la surface de Kummer sont toutes de degré
pair, et le long d’une courbe quelconque (d’ordre 2p), on peut cir-
conserire a la surface une surface (de degré p), ne la coupant pas en
dehors de la courbe.

Cette derniére propriété est curieuse; je ne connais, pour la possé-
der aussi, que les cones du second ordre (42).

Je donne, pour représenter les 16 points et les 16 plans singuliers,
un algorithme nouveau, particulierement simple, qui m’est utile dans
toute la suite du Mémoire.

La classification des courbes d’un degré donné, 4m ou 4m + 2, tra-
cées sur la surface, est résumée par ces théoremes :

Les courbes d’ordre (ym se répartissent en 32 familles :

1° Une famulle, 2m* + 1 fois infinie, dont chague courbe est !'intersec-
tion compléte de la surface et d’une surface générale d’ordre m;

2° Une famille, 2m*— 3 fois infinie, de courbes passant par les 16 points
doubles, et dont chacune est U'intersection de la surface avec une surface
d’ordre m + 2, passant par quatre des 16 coniques de la surface;

3 Trente familles, am* — 1 fois infinie chacune, de courbes doni cha-
cune passe par 8 points doubles et constitue Uintersection de la surface
avec une surface d’ordre m + 1, passant par deux coniques.
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Les courbes d’ordre ym + 2 se répartissent aussi en 32 familles :

1° Seize familles, 2m* - 2m fots infinte chacune, de courbes dont cha-
cune passe par 6 points doubles situés dans un méme plan, et constitue
P'intersection de la surface avec une surface d’ordre m + 1, passant par
une des 16 coniques ;

20 Seize familles, 2m* + 2m — 1 fois infinie chacune, de courbes dont
chacune passe par 10 points doubles, et constitue I'intersection de la sur-

face avec une surface d'ordre m + 2, passant par trois coniques qui ont

en commaun un point singulier.

T'étudie ensuite avec détails les courbes de degrés 4, 6 et 8 qu'on
peut tracer sur la surface de Kummer ; je citerai seulement un résultat :

La surface de Kummer admet 16 familles, trois fois infinte chacune,
de mrfaces inscrites du troisiéme ordre, a quatre pofnfs doubles; les
quatre points doubles, situés sur la surface de Kummer, sont les sommelts
d'un tétracdre, dont les siz arétes touchent la surface en six nouveaur
points.

Cette propriété est inléressante, car, a priort, les tétrabdres inserits
par leurs sommets et circonscrits par leurs arétes i une surface don-
née, sont en nombre doublement infini; ici, nous trouvons un nombre
triplement infini de tels tétragdres.

76. Surfaces"hyperelliptiques générales. — Ce sont celles pour les-
quelles les coordonnées d’un point sont des fonctions abéliennes de
deux parametres u, ¢, telles qu'a un point ne réponde, anx périodes

pres, qu'un couple d’arguments. La liaison entre les fonctions théta
et les surfaces adjointes résulte de ce théoreme :

Si les coordonnées d’un point d’une surface S, de degré n, sont propor-
tionnelles a quatre fonctions théta, de caractéristique nulle, d'ordre h,
ayant en des points u,,v; y, ¢,, ... des singularités communes o, Gy, < os

les surfaces adjointes, d’ordre n + q — (, découperont sur la proposée le
systéme linéaire de courbes

L 0(u, o) + habulu, 0) +. = Oy

les O étant des fonctions théta de caractéristique nulle, d’ordre hg, ayant
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en (uy, vx) la singularité adjointe de (q3) ('). Réciproguement, toute
courbe de cetle nature est sur une adjointe d’ordre n + q — 4.

La surface unique d’ordre n — 4, adjointe a S, coupe celle-ci, en
dehors des courbes multiples, suivant des courbes unicursales, que

jappelle unicursales singulicres ( courbes ausgezeichnete de M. Nother);
je montre que :

Les surfaces adjointes d'ordre n + q — (i, qui passent par les courbes

wunicursales st}:gufib*res, découpent sur la proposee le systéme linéaire de
courbes

Py (tty 0) + pa s (0, 0) +...=0,

ot les 5 sont des fonctions théta de caractéristique nulle, d'ordre hq, ayant
en uy, vy la singularité (qs;), et reciproquement.

Les deux propositions précédentes entrainent de nombreuses consé-
quences géométriques; la suivante est relative aux surfaces de contact :

Soit S une surface hyperelliptigue d’ordre n. Les surfaces d’ordre
n -+ rm — 4, adjointes a S, passant par les courbes unicursales singulicres,
et ayant avec la proposée, tout le long du reste de U'intersection, un con-
tact d’ordre r — 1, se diisent en r' systémes. Dans chaque systéme, les
courbes de contact forment une série linéaire.

Les r courbes de contact de r surfaces d'un méme systéme sont sur une
adjointe d'ordre n + rm — § contenant les courbes untcursales singulicres.

Soit k un entier positif inférieur ou égal a r: par k — 1 courbes de con-
tact appartenant a des sysiémes quelcongues et par les courbes unicur-
sales singuliéres, on peut faire passer une infinité de surfaces adjointes,

d’ordre n + km — 4, qui découpent en outre sur la proposée un des r
systémes de courbes de contact.

Signalons encore ce théoreme que, si les sections planes de S sont
de genre p, le nombre des surfaces adjointes, dordre n+ ¢ — 4,
linéairement distinctes, ol ¢ est > o, est toujours égal .

q(g—1)n+g(p—1)+5(g—1)(g—2)(g—3).

(1) Foir au n* 66 pour V'explication de ces symboles de singularités.
H, 9
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77. Parmi les surfaces hyperelliptiques générales, j'ai signalé des
surfaces du huitibme ordre; la plus simple se déduit aisément de la
surface de Kummer.

Supposons que les plans de coordonnées et le plan de Iinfini
forment, pour une surface de Kummer K, un tétracdre de Rosenhatn,
¢'est-a-dire que les faces et les sommets du tétraedre soient respecti-
vement des plans et des points singuliers de la surface. A un point

X, Y, Z de K, faisons correspondre deux points @, y, = par les relations

1 Lot L . A ; )

X =" Y= = 7 = le pointa, y, 5 décrit une surface du hui

tieme ordre, hyperelliptique, et telle qu’a un de ses points ne réponde
qu'un couple d’arguments abéliens, aux périodes pres.

Les lignes doubles de la nouvelle surface sont lesarétes du tétrakdre

de référence; ses sections planes sont de genre neuf, etc.

78. Surfaces analogues a celle de Kummer. — Sid un point d'une
surface hyperelliptique répondent deux couples d’arguments abéliens,
je montre qu’elle est représentable point par point sur la surface de
Kummer et j'indique la relation entre les fonctions théta et les sur-
faces adjointes. Il y a, dans cette classe, des surfaces du quatrieme
ordre; jedonne une méthode pour les obtenir toutes, et je discute, 4 titre
d’exemple, le licu des sommets des cones du second ordre qui passent
par six points fixes : ¢’est une surface dont la liaison avec les fonctions
abéliennes était déja connue; j'en fais connaitre quelques propriétés
nouvelles.

II. — Surfaces de Kummer elliptiques.

79. Parmi les surfaces de Kummer, la plus anciennement connue
est la surface de l'onde, ou sa transformée homographique, le térae-
droide; on sait, depuis longtemps, que les coordonnées d'un point
d'une telle surface s’expriment a l'aide de fonctions, doublement
périodiques séparément par rapport a deux paramétres. Dans le Mé-
moire 62, je détermine toutes les surfaces de Kummer qui jouissent
de la méme propriété, c'est-a-dire toutes les surfaces de Kummer ellip-
tiques, et je les étudie au point de vue des courbes algébriques qu’on
peut tracer sur elles.
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Une surface de Kummer elliptique est déterminée, 4 une transfor-
mation homographique pres, si I'on se donne les périodes des deux
systemes de fonctions elliptiques de la représentation et un nombre
entier, carré parfait, que nous verrons apparaitre tout a 1'heure dans
une théorie plus générale, et que jappelle 'invariant. Le tétraédroide
correspond a I'invariant guatre; j'examine spécialement la surface
d’invariant rewf, qui possede cette propriété caractéristique :

Sur une surface de Kummer elliptique, d’invariant neuf, les siz points
doubles situes sur une quelconque des coniques de la surface se repartissent
en deux groupes de trots, de telle sorte qu’tl existe une conique inscrite au
triangle formé par les trots premiers points et circonscrite au triangle forme
par les trois derniers; — et réciproquement.

M. O. Bolza a retrouvé la méme propriété dans un Mémoire des Math.
Annalen ; il a bien voulu, par une Note publiée dans le t. LT du méme
Recueil, reconnaitre ma priorité.

III. — Fenctions abéliennes singuliéres.

80. Soit (1, 0), (0, 1), (g, 2), (A, g') un systeme de périodes nor-
males pour des fonctions abéliennes de deux variables : au cours de mes
recherches sur les surfaces hyperelliptiques, j'ai di supposer que
&+ hy, g’ n'étaient liés par aucune relation @ coefficients entiers du type

(1) Ag+Bh+Cg'+D(h*— gg') +E =o;

dans I'hypothese contraire, la surface pouvait admettre d'autres
courbes algébriques que celles obtenues en annulant des fonctions
théta, formées avee les periodes précédentes.

En appelant relation singuliere entre les périodes, toute relation de
la forme (1) ou les entiers A, B, ..., E sont supposés sans diviseur
commun, j'ai étudié dans les Notes63 471, et dans les deux Mémoires
étendus 72 et 73, les fonctions abéliennes correspondantes, que
j'appelle fonctions singulicres. :

81. Un premier résultat est que toute transformation, d’ordre un,
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des périodes g, 4, g, change une relation singuliére en une autre, et
que la quantité B* — 4AC — 4DE est la méme pour toutes deux.
Vappelle cette quantité I'invariant de la relation singuliére, et j'établis
ensuite cette proposition fondamentale que :

Deux relations singuliéres de méme tnvariant peuvent étre ramenées
P'une a Uautre par une transformation du premier ordre des périodes.

Il en résulte, pour les relations singuliéres d'invariant A, selon
que A est du type 4N ou du type 4N + 1, les deux formes canoniques

A—1
4

A t )

g-—-_ngzﬂ, g—h— g =0

82. L'invariant est un nombre essenticllement positif; s'il est carre
parfait, une intégrale abélienne de premiere espice correspondant aux
périodes considérées est réductible i une intégrale elliptique, et réci-
proquement. Dans ce cas, que jappelle le cas elliptique, I'invariant
étant n*, la relation singuliére peut se ramener & nh—1=o, et le
tableau des périodes au suivant :

("est la une nouvelle démonstration d’un théoreme célebre, énoncé
par M. Weierstrass, établi et complété par M. Picard.

J'étends ensuite un théoreme de M, Poincaré, qui, dans ma termi-
nologie, s’énonce ainsi : 8'il existe, entre les périodes, deux relations
singuliéres, pour chacune desquelles I'invariant soit carré parfait,
il existe une infinité de telles relations. Je démontre qu'il suffit, pour
la méme conclusion, que I'une des deux premibres relations singu-
lires ait son invariant carré parfait.

IV. — Fonctions intermédiaires singuliéres.

83. En désignant toujours par (1, o), (o, 1), (g, &), (h, g') un
systeme de périodes abéliennes normales pour deux variables u et ¢,
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jappelle, a 'exemple de Briot et Bouquet et de M. Poincaré, fonction
intermédiaire toute fonction entiere de u, ¢ qui se reproduit, multipliée
par une exponentielle ¢“#*¥, quand I'on augmente u et ¢ d’une
période.

Si les périodes ne vérifient pas de relation singuliere, il n'y a pas
d’autres fonctions intermédiaires (4 un facteur exponentiel pres), que
les fonctions théta dérivées des périodes (1, 0), (o, 1), (g, k), (h, g);
si, au contraire, les périodes sont liées par une relation singuliere,
que 'on peut toujours supposer ramenée au type g + BA +vg' = o,
il existe des fonctions intermédiaires satisfaisant aux conditions

olu+1,9¢)  =o(u,¢+1)=g(4 0),
olu+g, v+h) = g(u, p)et™i-lethyri+eonss.

olu+h, v+ gV =o(u, p}‘fzm:—km-u-a-kﬁlp-;+mn.,

ou £ et k sont deux entiers, que j'appelle les indices de la_fonction inter-
médiaire singuliére o(u, ) (').

Toutefois, pour que ces fonctions existent, il faut et il suffit, en sup-
posant la partie imaginaire de g positive, que

2+ Bk >modkyp— fuy.

Le produit d’une fonction d’indices /, & par une fonetion d’indices
I, — kest une fonction théta, d'ordre [+ I'. On voit ainsi que, dans le
cas des fonctions abéliennes singulieres, une fonction théta peut
se décomposer en un produit de deux facteurs qui ne sont pas, a un
facteur exponentiel pres, des fonctions théta aux mémes périodes.

Deux fonctions intermédiaires singulieres, d'indices I, k et ', ¥, ont un
nombre de zéros communs, abstraction faite des multiples des periodes,
égal a 20l + Bk + k') + 20y kk .

84. Les fonctions intermédiaires d’indices /, £ sont fonctions
linéaires et homogenes de *+ B4l + ayk* d'entre elles, dont jobtiens
aisement les développements en série d’exponentielles.

(') On a des équations analogues, bien qu'un peu plus compliquées, si la relation sin-
gulidre est du type général.
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85. Vappelle fonctions intermédiaires normales d'indices [, k, celles
qui vérifient les relations

Flu+1, v) = e F (u, v),

F(u, ¢ +1) =g * F(u, v),

Flu + g 0+ h) = gVl gami (—lw e kyel+ml=lg+hyhl F( 3, ¢),
Flu-~+h, t'-i-g"} — Eflrfclr't|—Mm—t!+kﬁ}vim'n'£[hﬂ|+ﬂH-.t'ﬂlg| Fu, v),

etje dis que les entiers w, 0, o', 6'forment la caractéristique de la fonc-
tion, exactement comme dans la théorie des fonctions théta normales,

Cela posé, en supposant y =1, ainsi qu'on en a le droit, c’est-a-dire
en partant de la relation singuliere ag -+ B+ g'=o, j'établis les
théorémes suivants :

1° Soit posé 8 = I*+ Bkl + ak®. Les & fonctions normales, linéairement
distinetes, de caracteristique (0, 0, 0, 0), d'indices [, k, se repartissent en
1(6 1) fonctions paires, s'annulant pour siz demi-périodes J

sidest

impair.,

et

1(d —1) fonctions impaires, s'annulant pour diz demi-périodes

1(d+ 2) fonetions paires, s’annulant pour quatre demi-périodes

si d est pair

: . el kimpair,
1(6—2) fonctions impaires, sannulant pour douse demi-périodes

et

F(d-+4) fonctions paires

sidet k
H sont pairs,

1(8—4) fonetions impaires, s'annulant pour seize demi-périodes

el

2° Les ¢ fonctions normales, linéairement distinctes, d’e caracteristique
(w, 0, o', 0"), d'indices I, k, se répartissent en :

4(8--1) fonctions paires ou impaires, s’annulant pour siz demi-

périodes
et 500 est
; . ; ; ; impair.
L(6—1) fonctions impaires ou paires, s'annulant pourdiz demi- A
périodes
18 fonctions paires, s’annulant pour huit demi-périodes
el sidestpair.

10 fonctions impaires, s'annulant pour huit demi-périodes
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Toutefors, si & est pair et k impair, pour les trois caractéristiques autres
que (0, 0, 0, 0) vérifiant les congruences

w4+ lw'=0+0(l+8)=o0 (mod 2),
dya
1(8 + 2) fonctions paires ou impaires, s'annulant pour quatre demi-périodes,
et

+(8 — 2) fonctions impaires ou paires, s'annulant pour douse demi-périodes.

. 86. On obtient ainsi des groupes intéressants de demi-périodes,
annulant les fonctions intermédiaires normales paires ou impaires
d'indices /, k; si £ est pair, ces groupes coincident avee ceux qui
annulent les fonctions théta normales d’ordre /, ayant méme caracté-
ristique que les fonctions considérées; si & est impair, on obtient de
nouveaux groupes, que je caractérise, et dont je donne explicitement
le Tableau, dans tous les cas.

87. En annulant une fonction intermédiaire, singuliére, normale,
paire ou impaire, on obtient sur la surface de Kummer, veprésentée
par le procédé de M. Weber, une courbe algébrique singuliere, qui
n'existe pas sur la surface de Kummer générale, et qui passe par cer-
tains groupes de points doubles de la surface.

Yétablis deux formules importantes relatives au degré, d, et au
genre, p, d'une courbe singuliere :

d=2l+Bk,
pP=il+Bkl+ak*—s+2)—N,

en désignant par /, £ les indices de la fonction normale correspon-
dante, par 25 le nombre de points doubles par lesquels la courbe passe
simplement, et par — N un terme soustractif, que j'explicite, et qui
dépend des points multiples de la courbe proposée. Quand il n'y a pas
de points multiples, N = o.

88. Inversement, siune surface de Kummer admet une courbe algé-

brique n’existant pas sur la surface générale, c’est une surface singu-
licre, ¢’est-a-dire dérivant de fonctions abéliennes singulieres : je le
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démontre en m'appuyant sur un beau théoreme de M. Appell, relatif
aux fonctions intermédiaires en général.

Les théoremes des n® 85 et 87 contiennent évidemment la classifi-
cation des courbes singulieres d’un degré donné, qu'on peut tracer
sur une surface de Kummer singuliere.

V. — Equations modulaires.

89. La question se pose naturellement de déterminer les radicaux
qui donnent naissance & des fonctions abéliennes singulitres; ou, sous .
une autre forme, de trouver les conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doivent satisfaire les constantes a,, @,, ..., a, pour
que les périodes des fonctions abéliennes dérivées du radical
V(x—a)(x—a,)...(x — a,) soient lices par-une relation singu-
liere, d'invariant donné.

L'équation entre a,, ..., @, est ce que je nomme |'équation modu-
laire corrrespondant a I'invariant considéré; elle est algébrigue.

Jindigue pour laformer de proche en proche, i partir des invariants

cing et huit, une meéthode géométrique qui repose sur les principes
suivants :

90. Soit d’abord le cas de I'invariant cing. On peut supposer 3 =,
o = — 13 pour les indices /=1, k=1, on trouve, sur la surface de
Kummer correspondante, une cubique gauche, passant par six points
doubles d,, d,, ..., d,. Désignons par P,, P,, ..., P, les traces, sur un
plan IT quelconque, des six plans singuliers de la surface qui passent
par d, : en projetant la cubique sur II, & partir de d,, on obtient une
conique, fangente a la droite P, et circonscrite au pentagone
P,P,P,P,P,. Sil'on transforme ce résultat par polaires réciproques,
en observant que la surface de Kummer est sa propre correspondante
dans dix corrélations, on établit que la condition nécessaire et suffisante

pour que la surface de Kummer soit singulibre et d’invariant cing est
celle-ci :

Les six points doubles, situés sur une méme conique, d’une surface de
Kummer répondant a des fonctions stnguliéres d'invariant eing, sont tels
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qu'il existe une conque passant par l'un d’eux et inscrite a un pentagone
formé par les cing autres.

Soient alors =, a,, a,, a,, a,, a5 les arguments des six points sur
lear conique; la condition précédente se traduit analytiquement par
la relation

Viay— as)las— a ) {as— ag) [ a;— ag)
+ V(e — ay)(ay— a) (a,— a;) (ay— ay)

G- Vla,— ) (ay— ay)(a,— a;)(ay—a,) = o,

qui est 'équation modulaire, répondant & I'invariant cing, pour le
radical V(z — a,)(#z — a,)(z — a,)(z — a,)(z — a;).

91. De méme, dans le cas de I'invariant huit, en supposant § = o,
% =— 2, on trouve, sur la surface de Kummer, pour les indices [ = 2,
k=1, une série, simplement infinie, de biquadratiques gauches
passant par quatre points doubles. Une de ces biquadratiques a un point
double en un cinquieme point singulier de la surface, et en la proje-
tant  partir de ce dernier, on arrive a ce résultat :

Les stz points doubles, situés sur une méme conique, d'une surface de
Kummer répondant a des fonctions singulicres dtnvariant huit, sont tels
qu'il existe une conique passant par deuz d’entre eux et inscrite @ un qua-
drilatére formé par les quatre autres, '

Analytiquement, on en conclut que le radical

V(e — a) (@ — ay) (2 — ay)(® — a,)

donne naissance a des fonctions abéliennes singulieres d'invariant huit
si l'on a
hajagaga,[(a+ a;){as+ a,) — 2a,a5— 28,4, ]°
= (as—a,)(a,— a,)* (a0, + asa;).

Ces deux résultats sont i rapprocher de celui donné au n® 79 pour
I'invariant neuf.

92. Des théoremes analogues permettent de former I'équation mo-
dulaire dans tous les cas; pour simplifier, je citerai seulement celui

qui s’applique a un invariant de la forme 8N,
H. 10
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Soit & le plus petit entier dont le carré atteigne ou dépasse N;
posons p = A* — N. |

Pour la surface de Kummer répondant  des fonctions singulicres d'in-
variant 8N, et a certains invartants inférieurs, les six drottes suivant
lesquelles les stz plans singuliers passant parunméme point double coupent
un plan P, queleonque, jouissent de celte propricie : il existe, dans le
plan P, un systéme p fois infini de courbes, de genre p et de degre 2\, dont
chacune passe par les sommets d’un quadrilatere formé par quatre des six
drotles el touche, partout ailleurs, ces six drotes.

En traduisant analytiquement cette propriété, on obtient une rela-
tion entre les arguments dessix droites, considérées comme tangentes
4 une méme conique, c’est-a-dive 'éguation modulaire pour l'inva-
riant 8N, avec certains facteurs étrangers connus d’avance, quisont les
équations modulaires pour des invariants plus petits.

Un théoreme analogue remplace les courbes de genre p par une
seule courbe unicursale, ayant des points multiples d’ordre donnés
en certains des points de rencontre des six droites denx a deux, ce qui
permet de traduire analytiquement la propriété modulaire d'une
maniere bien plus aisée.

93. Par exemple, pour ['tnvariant douze, on exprimera que les
six droites peuvent se répartir en trois couples A et A, Bet B, Cet ',
de telle sorte qu’il existe une cubique, passant par les sommets des
trois couples, ayant un point double au point d’intersection de A et de B,
et touchant les droites A’, B, C et C'; on obtiendra ainsi, avee I’équa-
tion modulaire de I'invariant douze, celle, déja connue, de 'invariant
huit. Le résultat est le suivant :

Le radical ya(x —1)(z —&)(z — F)(x — m*) conduit & des
fonctions singulieres d’'invariant douze si 'on a

fer— _l.‘,f,f;ﬂu IR — Y (m? — IFkk) — E’;mH’Hc‘]
=m{kk'— W'k + k)2,

en posant
—k* i
M=m —;'h‘ 3 '=m ———__";JI '!g,.
\.'m'— k2 “fln;‘l_ [*
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VI. — Transformations singuliéres.

94. Etant donné un systeme de périodes (1, 0), (o, 1), (g, %),
(h, g'), que J'appellerai plus simplement (g, 4, g'), le probleme de la
transformation, tel que I'a posé M. Hermite, consiste & trouver tous
les systemes (G, H, G'), tels qu'une fonction abélienne quelconque,
F(U, V), formée avec ces nouvelles périodes s'exprime rationnellement
i l'aide des fonetions abéliennes,f(u, ¢), admettant les périodes pri-
mitives.

D'abord U et V doivent étre linéaires en u, ¢ :

(1) U=sdutpe, V=Nutp'e;

il faut et il suffit ensuite que, si 'on augmente z et ¢ d'une de leurs
périodes, U et V augmentent d’une des leurs ('), ce qui donne, en
désignant par a;, b;, ¢;, d; des entiers :

‘ h=a,+a; G+ a1, pr=2b,+bG+ b, H,
A=y N=a,+ a@;H + a, G, p' = b+ b H + b, G,
a)
hg+tph=dy+dG+d,H, Lh+pg'=e + e;G+ cyH,

Mg+ ph=d +dH+d, G, Vh+p'g'=c+ e;H+ ¢, G,
Eliminons A, p, ¥, ', G, H, G'; il vient, en posant (ab);; = a;b; — a;b;,

gl(ac)yy—+ (ae) ] + ,';[{bcha..{_ (be)a— (ad)is— (ad)y:] +gf[fd£i]ua+{dii}|!]
- (1 g8/ )[(@b Yo + (ab)ys] + (edp + (ed)ys=0:

Si g, h, g sont pris au hasard, les coefficients de g, &, g/, A* — gg’
et le terme constant dans cette équation doivent étre nuls : c’est 'hypo-
these qu'a faite implicitement M. Hermite, et dont il a déduit la théorie
ordinaire de la transformation. Mais si g, A, g* sont liés par une rela-
tion singulicre, il existera d'autres (ransformations que celles de
M. Hermite : je les appelle singulicres, par opposition aux transforma-
tions de M. Hermite, que je nomme ordinaires.

(') Car & un systéme de valeurs de u, ¢ doit correspondre un seul systéme de valeurs
de U, ¥, aux périodes prés. .
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95. La relation singuliere étant, pour simplifier, ramenée au type
g+PEEYE=0,

les valeurs de G, H, G’ et celles de A, g, X', p’ sont données par les
équations (2), ol les a, b, ¢, d sont des entiers, liés uniquement par
les relations

(ab)ou+ (ab)y=o,
(ed)y + (ed)s= o,
{ac)e =+ (@) = £k,
(ﬂ'b)ol+ (db:'!t= }"'r"s
(Be)gs+ (be)i— (ad)ps— (ad)a =Bk,

k désignant un entier arbitraire.

96. En posant{ = (ad),; + (ad),,, je dis que les entiers / et £ sont i
les indices de la transformation considérée; des définitions analogues -
s'appliquent au cas ot la relation singuliere entre les périodes est ’i
supposée de la forme la plus générale. i

Vappelle degré de la transformation le nombre des systemes de -

valeurs de («, ¢) qui correspondent, par (1), & un systeme de valeurs 5

de U, V, le tout aux périodes pres; je démontre que le degré est la |

valeur absolue du déterminant (a,b,e,d,), ou encore de la quantité ¢
ﬁ:.;f*-t—ﬁﬂ‘fﬂ—}rki.

Si I'on désigne par g, Ay, ..., G,, ..., les parties imaginaires de
g hy ..., G, ..., ontrouve que le quotient (H — G,G,) : (A — 2,8, )
ale signe de ¢ : si done on veut que les systemes de périodes consi-
dérés sui::'nt normaus, c'est-i-dire que H} — G, G| et £} — g, g, soient
négatifs, il faut que o soit positif.

97. Une transformation d'indices / et & change une fonction théta,
d'ordre m, des variables U, V, aux périodes (G, H, G'), en une fone-
tion intermédiaire singuliere de u, ¢, d'indice ml et mk, aux périodes
(84, g

Dailleurs G, H et G’ sont liés comme g, £, g’, par une relation sin-
guliere; la transformation ci-dessus change une fonction intermédiaire
singuliere de U, V, d'indices donnés, en une fonction intermédiaire
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singuliere de w, ¢, don( je calcule les indices en fonction des précé-
dents et de cenx de la transformation.

98. Reéduction o’ une transformation.. — En faisant précéder une
transformation singulitre, d’indices £.et £, d’une transformation or-
dinaire d’ordre un, on ne change pas les indices, et I'on peut ainsi
donner a la transformation initiale une forme réduite : deux transfor-
mations réduites différentes ne sont pas réductibles I'une & 'autre par
une transformation ordinaire du premier ordre.

Voici comment on obtient toutes les transformations réduites
d'indices donnés, {et &, en désignant toujours par ¢ la quantité posi-
tive /2 BAl -+ yk*. Soient : ﬂun (llviseur commun positif de let t]eﬂt

¢, un diviseur commun positif dt, !,rf un diviseur positif de — C‘Q,

i : ?UIF‘]’I[ remiers entre eux.
c 5' (8 P
On pourra toujours trouver un ou plusieurs entiers, d,, en nombre

limité, de module inférieur a 0, tels que I'on ait

tel que les nombres g,

Kl ki l4Bk
gy ATl e sy

doz=0 (modg).

L] B

La transformation réduite est alors :

wll A el .k  {+Bk
v=i{a-ant) = 5lra+ )

1-' -_— uﬁ -t rii@.-.l-.‘;.
l’:g Cy

Les périudes G, H, G* des fonctions abéliennes en U et V sont lides
4 g, h, g par les formules suivantes :

G“:—F+ ,[,{f:+(£+|3f. I,

e ey i '5'+|3_"j 7
11_—a—cgpa[(—f+c—=d)fr+(yi+—-—c= d) J

- 'uﬂ'— atl,
(,:&JLP;—_H.._ !gl[!c, key)
h k o o LRk
e R
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Dans ces formules, €, ¢,,d, sont des entiers non négalifs quel-
conques, vérifiant les inégalités ¢y, ¢, < ¢y d, < 205 de plus la quan-

tite pheatdicy doit étre entiere, et, en valeur absolue, inférieure a gf.
Cs

Comme conséquence, on détermine toutes les {ransformations singu-
licres du premier degre. Elles sont comprises, & une transformation
ordinaire pres d'ordre un, dans les formules

U=lu—yhe,
V=tku+(l+pk)v,

les périodes G, H, G', de U, V étant liées & celles, g, A, g, de u, ¢ par
G=lg—ykh, H=lh—ykg'=kg+(I+BK)h  G'=kh+(I+Bk)g"

De plus, pour que la transformation soit du premier degré, il faut et
il suffit que ses indices, et £, vérifient la relation de Pell

B+Rhkl+yki=1,

T'en déduis que toutes les transformations singulieres du premier
degré sont des puissances de I"une d'entre elles, T,.

99. Une transformation du premier degré fait correspondre point
par point deux champs hyperelliptiques, ou si I'on veut deux surfaces
hyperelliptiques, s et S, liées respectivement aux périodes (g, &, g')
et (G, H, G') : les deux champs, ou les deux surfaces, ont-ils les mémes
modules?

On doit répondre négativement a cette intéressante question,

Les surfaces s et S qui se correspondent par une transformation de

la forme T;" ont mémes modules; de méme celles qui se déduisent de s

par les transformations T;7"' ont entre elles mémes modules; mais la

transformation T, ne change s en une surface de mémes modules que
si la forme F* + BAL+ v&* peut représenter le nombre- — 1. Dans le
cas contraire, on obtient ainsi des couples de surfaces se correspon-
dant peint par point el n’ayant pas les mémes modules : le théoreme

classique de Riemann sur les courbes algébriques ne s'étend done pas
aux surfaces.
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100. L'invariant le plus petit, non carré parfait, qui donne naissance
2 ce cas remarquable est douse; j'indique dans ce cas une image
géométrique des deux systemes de modules qui répondent aux deux
surfaces : :

Soit un hexagone circonserit a une contque et tel qu’il existe une
courbe unicursale du quatricme ordre passant par les sommets, et .!qngemé
aux cdtés de I'hexagone : les rapports anharmoniques, tdis d troes, des
six edtés, constderes comme tangents a la coniy ue, farmej;t le premaer sys-
téme de modules; les rapports anharmonigues, 1rois a m’;\{s‘, des stz som-
mets, consideres comme situes sur l'unicursale, forment le second systéme.

VII. — Multiplication complexe.

101. Si une transformation, singuliere ou non, fait correspondre
deux systemes de fonctions abéliennes aua mémes periodes, je dis,
par analogie avec le cas elliptique, que c'est une multiplication
complexe.

Le probleme de déterminer tous les systemes de périodes de multi-
plication complexe n’a jamais été traité avec la généralité qu'il com-
porte, parce que les auteurs qui s'en sont occupés ont toujours admis
que la transformation de correspondance est une transformation de
M. Hermite, c'est-a-dire une transformation ordinaire. Le cas des
transformations singulieres, qui donne précisément naissance aux
multiplications complexes les plus remarquables, n’avait jamais été
abordé.

102. Les périodes (g, &, g') de multiplication complexe doivent
verifier quatre relations (A), (B), (C), (D), de la forme :

(A) gray+ ghlag+ b))+ by + glay—dy) +h(by—dy) —dy=o,

(B) ghay+ gglas+ 2 by+ hg' b+ gay+ hiby—dy) — g'dys —di=o,
(C) ghas+ gg'by+htay+ hg'by— gos+ h(ag—ey) +~  gby, —c=o,

(D) Ras+hg'(a+b)+g%+ hiay—q) +g'(bj—¢cy) — ¢, =0,

ol les a;, b;, c;, d; sont des entiers, d’ailleurs queleonques.
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Ces équations ne sont des identités que dans le cas de la multipli-
cation ordinaire. Je démontre que :

1° Les périodes g, &, g de multiplication complexe sont toujours
lices par une relation singuliére, au moins;

2° Si les équations (A), (B), (C), (D) se réduisent i une seule,
c'est-i-dire si g, £, g’ sont doublement indéterminés, larelation entre
g, h, g est singuliere;

3° Si g, h, g sont simplement indéterminés, les relations entre
g, h, g sont deux relations singulieres, en excluant un cas elliptique
de multiplication complexe elliptique;

4° Si g, h, g sont completement déterminés par les équations

(A), (B), (C), (D), il existe entre ces périodes une ou trois relations
singulieres,

103. Les multiplications complexes correspondant i chaque cas sont
les suivantes : :

104. Dans le cas on g, &, g' sont liées uniquement par une relation
singnliére, supposée du type zg + B4 + yg' = o, les multiplications
complexes sont données par les formules

U=pu—yov; YV =acu+(p+ po)v,

sel g élant deux entiers quelconques. A un systeme (u, ¢) corres-
pond, naturellement, un seul systeme (U, V); & un systeme (U, V)
correspondent (¢* + Bzg + ays®)® systemes (u, ¢). .

Les multiplications complexes de degré un, ¢’est-h-dire les trans-
Jormations birationnelles en elles-mémes de la surface hyperelliptique
qui répond aux périodes (g, £, g'), sont données par les formules pré-
cédentes, les entiers et o vérifiant la relation

o'+ Bpa +ayet =1,

Ce sont, dans tous les cas, des puissances d'une seule d’entre elles,
combinée avec les transformations évidentes

U==u 4 const.: Y == ¢ + consl,

105. Dans le cas de deux relations singulieres liant g, A, g, on
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peut ramener ces relations aux formes
P—gg=d; ag+Bh+ye=u,
avec les conditions
Bt—hay>o0; d>o0; w—d(f—fay)<o;
les multiplications complexes sont données par

U=[] p+acg+(fo—t)h]u+][ y6+1g +y0h ],
Ni= ——aﬂ'+ﬂo‘fa+(ﬁa-r}g'1u+[P_ﬁG+TI¢+?Ugr1 o,

g, a, 0, 7 étant des entiers quelconques. Le nombre des systemes (u, ¢)
répondant i un systeme (U, V) est

[p*— Bpb + ay®* + w(po — Pl + t6) — d(1* — for + aya®)]t,

et les multiplications de degré un s'en déduisent immédiatement.

106. Dans le dernier cas enfin, g, A, g’ sont liés par trois relations,
dont trois ou une sont singulieres. S'il y a trois relations singuliéres,
les formules de multiplication ecomplexe sont analogues aux précé-
dentes, bien qu'un peu plus compliquées.

§'il y a une seule relation singuliére, en excluant encore des cas
elliptiques de multiplication elliptique complexe, deux hypotheses
sont i faire, selon que l'invariant correspondant i la relation singu-
liere est pair ou impair.

L'invariant €tant pair, la relation singuliere peut étre supposée
du type

g=cg' (c>0),
etl'on a, pour déterminer /& et g', deux relations de la forme

mh*+anhg' +emg®+qg' +rh+s=o,
nh? +aemhg'+ cng" +erg+qh +5'=y,

oum, n,q, r,s, s sont desentiers. Ces deux équations, sil'on y regarde
h et g comme des coordonnées courantes, représentent deux coniques
concentriques; pour qu'elles donnent pour A et g', et ensuite pour g,
des valeurs formant un systeme normal de périodes, il faut et il suflit
que les deux coniques se coupent en quatre points imaginaires et que

les cordes communes qui passent par le centre commun soient réelles.
H. 11
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Les multiplications complexes correspondantes s’obtiennent sous
une forme assez simple.

L'invariant étant impair, la relation singuliere peut étre ramenée
au type

g=h+cg {c>o)
ket g’ vérifient alors deux relations de la forme

mht +anhg' +(cm—n)gt+qg' +rh +s5=o,
(n+myhi+a2cmhg’ +eng?+crg' +(g+rih+s=o,

qui représentent encore deux coniques concentriques, assujetties aux
mémes conditions que les précédentes. Les multiplications complexes
correspondantes sont explicitement données.

107. Dans ces deux derniers cas, il n’y a de multiplications com-
plexes du premier degré que celles qui se déduisent de I'existence de
la relation singuliére entre g, &, g’, et qui rentrent dés lors dans les
formules du n® 104; une seule exception a lieu pour les fonetions
abéliennes dérivées du radical ya* + 1, fonctions qui se rattachent
au deuxieme cas, et dont les périodes sont liées par g=Ah+ g Je
montre alors que les transformations birationnelles de la surface hy-
perelliptique correspondante en elle-méme s’obtiennent en combi-
nant, avec les substitutions U= = u + consl., V = = v + const., les
puissances des deux transformations

( U w? 5 w1
| = — 1t 4 {
w? — w* =

U=v
el
{\ V=u—y¢ ’V__m'—f-l § I
N TR i

ini

w désignant e * . La puissance cinq de la seconde transformation est
d’ailleurs la transformation unité.

VIII. — Surfaces hyperabéliennes.

108. Les formules qui donnent les périodes G, H, G’, déduites de
g+ h, g par une transformation ordinajre du premier ordre, ne sont
pas linéaires : M. Picard a observé qu'elles le deviennent si I’on fixe
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la valeur de la quantité ~* — gg’, et il a ainsi obtenu un groupe de
substitutions i deux variables qu'il a nommé groupe hyperabelien. Les
fonctions hyperabéliennes sont celles qui demeurent invariables par
les substitutions du groupe, et comme trois d’entre elles sont liées
par une relation algébrique, on arrive ainsi & la notion de surfaces
hyperabéliennes : mais I'équation d’aucune surface de cette nature
n'avait été explicitement obtenue. M. Bourget, dans sa These de Doe-
torat, a étudié de plus pres le groupe de M. Picard et montré qu’il se
réduit & cing substitutions fondamentales; il a étudié aussi les sous-
groupes qui laissent invariables les modules des fonctions abéliennes
initiales.

D'apres cela, les modules des fonetions abéliennes qui vérifient une
relation de la forme singuliére, h* — gg’ = d, sont liés par une équa-
tion donnant une surface hyperabélienne qui correspond & un sous-
groupe du groupe complet de M. Picard. Dans le cas de d = 2, c'est-
a-dire d’une relation singuliere d'invariant huit, j'obtiens ainsi la sur-
face hyperabelienne du quatrieme ordre (69) :

Ty +3 _y+xs

xy — 3 _'m—_ Zs
Les coordonnées @, y, 5 s’expriment, a I'aide des fonetions théta nor-
males du premier ordre d'arguments nuls, par les formules

— Tn Tor __,511 Fa o1 T
— i — — _— T *
- 5 T s T

Yen déduis que 'on peut exprimer en fonction uniforme (hyperabe- -
lienne) de deux paramétres les sept quantités

= I ==t w'— ¢t
w, ¢, Yi—uat, yi—ot \fu*—l— i Vl + 2’ \/ T+ o

ol « et v sont arbitraires.

IX. — Surfaces remarquables du quatriéme ordre.

109. Les fonctions intermédiaires singuliéres m’ont conduit (68 )
a d'intéressantes surfaces d’ordre quatre.
Soit, par exemple, la relation singuliere g — D g’ = o; considérons
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les fonetions intermédiaires normales, de caractéristique (0,0,0,0) i

et d’indices 2/ et 2k, tels que .
E—=Dit=3.

Huit de ces fonctions, linéairement distinctes, sont paires; quatre
d’entre elles ont leurs développements de Maclaurin autour du point
u = o0, ¢ = o, commengant par des termes du quatrieme ordre.

La surface pour laquelle les coordonnées homogeénes d'un point
sont proportionnelles & ces quatre fonctions est d’ordre quatre, et pos-
sede quinze points doubles qui correspondent aux quinze demi-périodes
autres que u = o0, ¢ = 0.

On obtient ainsi des surfaces du quatrieme degré a quinze points
doubles, hyperelliptiques, dépendant de deux modules arbitraires et
d'un entier D ; ce ne sont pas les surfaces les plus générales a quinze
points doubles, car celles-ci dépendent de quatre modules ; les notres
doivent des lors satisfaire & une condition géométrique indépendante
de D. J'ai pu trouver cette condition qui s’énonce ainsi :

Projetons la surface sur un plan a partir d’un des quinze points doubles,
le contour apparent se compose, comme d’ordinaire, d'une conique et de
quatre droves; pour les surfaces ci-dessus définies, il existe une courbe de
second ordre circonscrite au triangle formé par trois des droites, tangente
a la conique et passant par les poinls communs @ celle conique et a la
quatrieme droite.

Jobtiens des surfaces analogues en partant de la relation singuliére
g-+h—Dg'=o, a l'aide des fonctions intermédiaires, de caracté-
ristique (0, 0, 0, 0), et dont les indices, 2/ et 2£', vérifient

M- =D A =3,

110. Revenant enfin au premier cas, j'observe qu'il y a quatre
fonctions impaires, de caractéristique (o, 0,0, 0), d'indices 2/ et 24;
la surface pour laquelle les coordonnées d'un point sont proportion-
nelles & ces quatre fonctions est encore d'ordre quatre; elle posstde
deux groupes de seize droites formant une configuration remarquable :

chaque droite d'un groupe rencontre en effet dix droites de I'autre
groupe.

Notice sur les travaux scientifiques - page 84 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x043x07&p=84

SEIT Sante

— Re-

X. — Fonctions 4 quatre paires de périodes.’

111. Je traite, dans la Note 74, le probleme suivant :

Existe-t-il des fonctions uniformes, ¥ (u, ), ayant pour paires de pé-
riodes (1,0), (0,1), (g, h), (K, g), K étant différent de h; en second
liew, si k' = h, est-il nécessatre que hi — g, g\ soit négatif, g\, h,, g\, de-
signant les parties imaginaires de g, h, g'?

112, 8i A2 A, il résulte d’un théoreme célebre de MM. Poincaré et
Picard que 'on pourra, par une transformation convenable, ramener
le Tableau des périodes 4 (1,0), (o0, 1), (G, H), (H', G), olt cette fois
H'=H, et, par suite, exprimer F(, ¢) par un quotient de fonctions
théta. Mais la transformation employée n’est généralement pas du
premier ordre, c'est-i-dire que les périodes du second Tableau n’en-
trainent pas celles du premier; I'existence et la forme précise des
fonctions F(u, ¢), admettant les périodes du premier Tableau, ne
découlent donc pas immédiatement du théoreme qui vient d’étre
rappele.

M. Appell a montré que g, A, &, g sont liés par une relation de la
forme

(1) Ag+Bh+B'A+Cg'+D(hh—gg') +E=0o,

ot les A, B, ..., I sont des entiers sans diviseur commun. Je montre
que toute transformation, conduisant des périodes g, &, &', g & des
périodes eguivalentes, ne change pas la valeur absolue de la quantité
AC + DE — BB'; si A est cette valeur absolue, on peut ramener les
périodes a des périodes équivalentes G, H, H" G, liées par la relation
H'= AH.

On en conclut, & 'aide de la transformation U= Aw’, V= ¢, que
toute fonction uniforme de U, V aux périodes (1,0), (o, 1), (G, H),
(AH,G'), est exprimable par un quotient de fonctions uniformes
O(u',¢'), qui sont des fonctions théta, d’ordre £A, aux périodes (1, 0),

(o0, 1), (%G,H), (H,G"), mais non des fonctions théta quelconques,
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car elles doivent vérifier la relation
a(m+ '3, w) =0(u,v").

Ces fonctions théta s'obtiennent aisément; el 'on a ainsi la solution
compléte du premier probleme posé. On reconnait que les fonctions
F(u, ¢), aux périodes (1,0), (0,1), (g A), (A, g') liées par la rela-
tion (1), n’existent que si la quantité

(AC+DE—BB)(hhy — £18,),
olt g,y ..., désignent les parties imaginaires de g, ..., est négative.

113. Pour qu’il existe des fonctions @ (u, ¢) admettant les périodes
(1,0), (0,1), (g: k), (h, g), lorsque /] — g, g, est positif, je trouve
qu’il est nécessaire et suffisant que g, £, g’ vérifient une relation sin-
guliére ’invariant positif

Ag +Bh+Cg'+D(h—gg")+E=o.

Si la forme 2* + Bay + (AC + DE) y* peat représenter le nombre
— 1, propriété qui ne dépend que de I'invariant, le systéme initial de
périodes sera équivalent i un systeme analogue, pour lequel 2] — g, g,
sera négatif; les fonctions abéliennes correspondantes sont alors des
fonctions singulieres d'invariant convenable, sans particularités spé-
ciales.

Si la forme ci-dessus ne peut représenter — 1, les fonctions abé-
liennes correspondantes s'expriment par des quotients de fonctions
théta, mais de fonctions théta non générales, comme au n® 112. Les
surfaces hyperelliptiques dérivées de ces fonctions abéliennes ne
correspondent, point par couple, i aucune courbe de genre deux : i un
couple sur la courbe répond bien un point de la surface, mais i un
point de la surface répond toujours plus d’un couple sur la courbe.
Ces remarques s'appliquent aux fonctions du numéro précédent.
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CINQUIEME SECTION.

TRAVAUX DIVERS.

114, La plupart des travaux de cette section portent sur les équa-
tiens différentielles linéaires dont les coefficients dépendent ration-
nellement de la variable et qui admettent comme intégrales un ou
plusieurs polynomes entiers, Les résultats les plus saillants sont ceux
du Mémoire 80, ol 'on fait connaitre, pour un polynome satisfaisant
a une équation différentielle du second ordre, des propriétés assez
simples, liées & la réduction en fractions continues algébriques d'une
certaine classe de fonctions; ces propriétés ont été retrouvées plus
tard et publiées dans les Mathematische Annalen par un géoméetre alle-
mand, M. Heun, qui a reconnu ensuite mes droits de priorité.

115. Le Mémoire 81, dont j'ai dit quelques mots dans I"Avant-
Propos, est celui ot sont établis des résultats que M. Weierstrass,
parait-il, communiquait dans son Cours oral, mais que j’ignorais com-
pletement. 11 s’agit de reconnaitre si une intégrale abélienne donnée,
appartenant 3 une courbe donnée, est algébrique, probleme ancien
pour la solution duquel diverses méthodes ont été proposées : ces
méthodes, toutefois, ont l'inconvénient de ne pas fournir sous une
forme explicite les conditions nécessaires et suffisantes cherchées; le
théoréme général suivant, conclusion de mon étude, parait remplir le
but assez simplement :

Sotent

[, ¥) = o l'équation d’une courbe algebrique de genre p;

o(a, y) une fonction rationnelle de x, y;

Gy Gyy « ooy Gy, p intégrales abeliennes de premicre espéce distinctes ;

H,, H,, ..., 1, p intégrales de deuxicme espéce distinctes, appartenant
a la courbe.
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Pour que l'intégrale [(w, y)da se réduise a une fonction rationnelle
de 2, y, il faut et il suffit ;

1° Que cette intégrale n’ait pas de période polaire ;

2° Que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales
fo(@, v)G(x) dw soit nulle ;

3° Que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales
Jo(z, y)H,(x)dx soit également nulle.

Il estintéressant d'observer quesi I'on suppose I'intégrale f q:(.ﬁ';y)da:
décomposée en intégrales de premiere, seconde et troisieme especes :

- Les conditions 1° expriment que les mtegml&s de troisieme espece

disparaissent;

Les conditions 2°, que les intégrales de seconde espece se réduisent
a une fonction rationnelle ;

Les conditions 3¢, que les intégrales de premléle espece disparais-
sent & leur tour,

R S NI L RN T 2 V05 1=t R S e

ngo:B Paris. — Imprimérie G.‘\UT“IER-"ILL.\!‘E, 5\5, quai des Grgndg-lnsug[in;_
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