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BRI Sante

NOTICE

SUR LES

TRAVAUX SCIENTIFIQUES

DE

M. Pavur PAINLEVE.

INTRODUCTION.

('est aux équations différentielles analyliques que sont consacrés
la plupart de mes travaux. Toutefois, les méthodes que jai du em-
ployer, les applications que j'ai tentées m’ont conduit 2 m'occuper
de sujets assez divers : théories des fonctions, des surfaces algébriques,
des groupes continus ou discontinus, probleme des n corps, ete. Mais
si peu apparente que soit leur connexité, ces travaux ne s'en relient
pas moins a la méme idée générale, que je voudrais tout d’abord
mettre en évidence.

Apres l'invention du Caleul intégral, le probleme qui s'imposa aux
mathématiciens fut I'intégration des équations différentielles (a une on
plusieurs variables indépendantes). Les premiers efforts eurent pour
but de représenter U'intégrale & 'aide des fonctions et symboles élé-
mentaires connus. Quand on eut compris qu'une telle représentation
était impossible en général, il fallut bien se résoudre 4 étudier direc-
tement, sur 'équation différentielle elle-méme, les propriétés de I'in-
tegrale.

Le développement naturel de celte étude conduisit bientot les géo-
metres & embrasser dans leurs recherches les valeurs imaginaires de la

¥
P. :
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variable aussi bien que les valeurs rvéelles. La théorie de la série de
Taylor, celle des fonctions elliptiques, la vaste doctrine de Cauchy
firent éclater la fécondité de cette généralisation. Il apparut que,
entre deux vérités du domaine réel, le chemin le plus facile et le plus
court passe bien souvent par le domaine complexe.

(est i cette étude directe d’une équation différentielle quelconque
(dans tout le champ réel ou complexe de la variable) que je me suis
surtout attaché. J'ai cherché a obtenir sur la nature de lintégrale,
considérée comme fonction de la variable et des constantes, sur ses
singularités, sur ses représentations possibles, quelques propositions
générales qui fussent d’une application efficace; en particulier, je me
suis efforce de distinguer, parmi les équations différentielles, celles
qui comportent, de par la théorie des fonctions, une intégration par-
Saite.

Je crois nécessaire de préciser le sens de ces derniers termes.

Apris les recherches si longues et assidues de Legendre sur 'équa-
tion differentielle

{ 2
0 (Z) =a-rmu—ry,

la découverte qui fit la gloire d’Abel et de Jacobi fut la suivante :

L'intégrale y(x) de (1) (irréductible aux fonctions connues) est
représentable par le quotient de deux séries de Mac-Laurin, qui con-
vergenl pour toutes les valeurs (réelles ou complexes) de @ ('); les
coefficients de ces séries sont caleulables par dérivations successives.

L'intégration de I'équation (1) est ainsi parfaute, en ce sens quel'in-
tégrale y(x) est définie, dans tout son domaine d’existence, par un
développement unique qu’on sait former et qui met en évidence ses
propriéteés.

Toute équation dont I'intégrale comporte une représentation ana-
logue doit étre regardée comme intégrée an sens moderne du mot.
La détermination de telles équations constitue donc un probleme
capital qui a été, dans le cours de ce siécle et surtout dans ces vingt
dernieres années, 'objet de nombreux travaux. Mais toutes les équa-

~(') De Lelles fonclions sont dites méromorphes, parce qu'elles sont eomparables, pour
lgs valeurs finies de .z, 4 une fraction rationnelle.

W
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tions qu'on avail découvertes jusqu'ici par cette voie sont intégrables
au sens vulgaire du mot, jentends réductibles aux quadratures ou
aux équations linéaires. Si I'on veut encore, c’est parce qu’on connaif
a I'avance la maniere dont l'intégrale renferme les constantes qu’'on
sait élucider la nature de cette intégrale.

Je suis parvenu a former des types d’équations d'une espece toute
différente (irréductibles aux équations classiques) et qui se laissent
intégrer i la facon de I'équation (1).

Ces équations peuvent se ramener aux types canoniques suivants :

(2) Y=ay'+pz+y,
(3) . Y'=arspay+y,
(4) J',='y?u+e‘x(¢_)’l+]3)+e""(]:)"+;)

(2, Byy,d conslantes numériques).

La plus simple de ces équations est I'équation (2); pour § = o,
cette équation définit les fonctions elliptiques; sif et « sont =~ o, il est
loisible (sans diminuer la généralité) de supposer a=6,3=1,%=o.
Dans I’équation ainsi réduite

¥ =6yt +a,
posons
o

s:‘-;}——zy’—xy, u—= glzdx.

la fonction w(a) vérifie 'équation trés simple du troisieme ordre

L1t u!
— 4254 axs’'—3—0, ol s5=—;
2 ik
elle est développable en une série de Mac-Laurin qui converge quel
quesoita, et les coefficients de cette série se caleulent par dérivations

successives; enfin, y(a) est représenté par le quotient

u't — put
e

o2
Yle)=— mlﬂgu:
Il est impossible de n’étre pas frappé de la quasi-identité qui existe

entre cette représentation de y(x) et la représentation de la fonction
elliptique p de Weierstrass a I'aide de la fonction entiere =.
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Les intégrales des types (3) et (4) admetlent une représentation ana-
logue un peu plus compliquée qu’on trouvera indiquée dans le résumé
analytique (§ 42).

T'insiste sur le caractére essentiellement nouveau de ces résullats.
Depuis la fondation du Caleul intégral, les types (2), (3) et (4) consti-
tuent le premier exemple connu d'équations qui se lrouvent iniégrées a
laide de la théorie des fonctions sans éire réductibles a aucune com-
binaison d’équations linéaires ou de quadratures.

Vajoute que la forme précise des Lypes canoniques (2), (3) et (4)
ne doit pas faire méconnaitre le degré de généralité des équations
différentielles qu'intégrent les nouvelles transcendantes. J'en donnerai
une idée en disant que parmi les équations

y'=a(z)y' + b(z)y+c(z)y +d(x),

celles qui sont réductibles algébriquement a I’équation (2) forment
une classe aussi étendue que la classe des équations linéaires, non
homogenes, du second ordre.

On peut se demander comment un probleme qui se trouvait posé en
fait depuis les travaux d’Abel et de Jacobi a si longtemps attendu sa
solution. La raison en est dans une difficulté d’une nature bien subtile
que présente la théorie des équations différentielles : cette difficulté,
c'est que chaque intégrale y(a) d'une équation différentielle peut
devenir indéterminée pour certaines valeurs de @, variables avec 'in-
tégrale considérée et que rien ne met en évidence sur I'équation.
Comment étudier I'intégrale dans le voisinage d’une telle valeur?
Comment surtout décider si de telles singularités existent ou non?
A ces questions, les doctrines classiques semblaient hors d'état de
répondre. Il y avait la un obstacle qu’on pouvait 4 bon droit juger
insurmontable. C'est 'opinion a laquelle aboutissait un des plus
illustres géometres contemporains, un de ceux dont les travaux ont
le plus contribué a attirer I’attention des analystes sur I'importance
et la difficulté de ce genre de problemes. « On a fondé autrefois »,
écrivait en 1892 M. Emile Picard ('), « les plus grandes espérances sur
» I'étude des équations différentielles; on pensait ainsi obtenir de

(') Comptes rendus, t. CXIY, p. 13105 juin 18gz.
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» nombreuses classes bien définies de transcendantes nouvelles. 1l
» faut reconnaitre que si on laisse de coté les équations linéaires, ces
» espérances ont été jusqu’ici a peu pres décues. » Cet échec, M. Picard
I'attribuait avec raison a I'obstacle que je viens de signaler. Un an plus
tard, insistant & nouveau sur ces singularités si complexes des équa-
tions différentielles, M. Picard ajoutait (') : « Ces réflexions ne sont
» pas, en définitive, trés encourageantes; il est peu probable que les
» équations dordre supérieur [4 points critiques fixes (*)] puissent
» conduire i 'étude de transcendantes nonvelles. »

Cet obstacle, qui s’opposait aux « grandes espérances fondées autre-
fois sur les équations différentielles », je suis parvenu a le surmonter
dans le cours de ces trois dernieres années. La méthode que j'ai em-
ployée n’est d'ailleurs qu'une application particuliere — la plus preé-
cise et la plus importante, il est vrai — de mes travaux antérieurs sur
les équations différentielles. Je voudrais donner brievement un apercu
de ces travaux. :

Avant de m’attaquer aux équations différentielles, jai du, au
préalable, approfondir la nature des singularités des fonctions analy-
tiques (disposition des points singuliers, mode d’indétermination
d'une fonction, uniforme ou non, dans le voisinage d’un point
transcendant, etc. ). J'ai dit aussi m'occuper de la représentation des
fonctions : développement d’une fonction uniforme (a singularités
quelconques) dans tout son domaine; développement explicite, sur
tout le segment réel o1 elle est holomorphe, d’une fonction définie par
une série entiere, etc. Ayant eu a employer, dans 'étude de ce
dernier probleme, la représentation conforme d’une aire quelconque sur
un cercle, j'ai levé toutes les difficultés, si délicates, relatives au con-
tour de l'aire, difficultés que laissaient subsister les beaux travaux de
M. Schwarz. _

Plus tard, I'étude des équations différentielles 4 points critiques
fixes m’a conduit a perfectionner I'importante théorie des transforma-

(1) Acta mathematica, L. XVII, p. 300; 18¢3.

(*) Les points critiques d'une intégrale y () sont les points autour desquels deux
branches au moins de y () se permutent. Ces points sont dits mobiles ou fizes, sui-
vant qu'ils varient ou non avec les constantes d'intégration.
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tions birationnelles (ou simplement rationnelles) des courbes et des
surfaces algébriques, et 4 aborder le probleme, encore intact, des
transformations swsirormes de ces surfaces. Jai fait voir notamment
que ces transformations conservent les intégrales doubles de premiére
espece atlachées aux surfaces, au lieu qu'elles ne conservent pas, en
sénéral, les différenticlles totales de premiére espéce. Ce théoreme illustre
la différence de nature qui sépare les cyeles a une dimension des eycles
4 deux dimensions attachés a une surface algébrique; il permet
d'étudier completement les correspondances biuniformes entre sur-
faces de genre p > 1.

Ces études préliminaires m’étaient indispensables pour approfondir,
dansle sens que je voulais, la théorie analytique des équations différen-
tielles. Je poursuivais, en effet, un but bien déterminé : tandis que les
doctrines classiques ne définissent l'intégrale que dans le voisinage
des conditions initiales, je me proposais, en partant de ces conditions
initiales, de poursuivre I'étude de Dintégrale dans tout le champ
complexe de la variable.

Comme type des résultats généraux auxquels je suis parvenu je
citerai le suivant : :

Les intégrales y(x) d une équation différentielle du premier ordre,
algébrique en y', y, , ne peuvent admettre comme points singuliers trans-

cendants que certains points fixes qui se déterminent algébriquement sur
"équation méme.

Des que 'ovdre différentiel dépasse I'unité, le théoréme précédent
est en défant : une intégrale y(a) d'une équation du second ordre
peut, je 'ai dit, devenir indéterminée pour des valeurs de x variables
avec I'intégrale considérée. Les exemples ol apparaissent ces singu-
larités sont si simples qu'il ne semblait pas douteux qu’une équation
prise au hasard en fut affectée. J'ai montré qu'il n’en était rien. Pour
que de telles singularités existent, il faut que certaines conditions
exceptionnelles soient remplies. De la, une division des équations du
second ordre (ou d’ordre supérieur) en deux classes : une classe
génerale qui partage avec les équations du premier ordre certaines
propriétés fondamentales et une classe singuliére dont I'intégrale pré-
sente des complications d’une nature toute différente. Cest au sujet
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de ces résultats que M. Picard voulait bien écrire (') : « La grande
» importance de laNote de M. Painlevé n’échappera 4 aucun analyste.
» Sans avoir approfondi la question, je présumais que les équations
» différentielles algébriques du second ordre avaient, en général, des
» points singuliers essentiels mobiles : cette présomplion n’était pas
» juste. On vient de voir dans I'article de M. Painlevé qu’il y a seule-
» ment une classe singuliére d’équations pouvant avoir des singula-
» rités essentielles mobiles. A la vérité, cette classe comprend toutes
» les équations qui ont fait 'objet de mes recherches, c’est-a-dire les
» eéquations dont 'intégrale, d’aprés ma terminologie, est a apparence
» untforme. Vespere que les recherches ultérieures de M. Painleve
» apporteront bientot quelque lumiere sur la classe singulitre d"équa-
» tions différentielles, si importante pour la définition de transcen-
» dantes nouvelles. »

(est justement en élucidant a fond la théorie des équations singu-
litres du second ordre que je suis parvenu aux transcendantes mero-
morphes essentiellement nouvelles, définies par les équations (2), (3)
et (4) citées plus haut.

Mais les propositions générales dont je viens de parler comportent
bien d’autres applications; je me borneraia en indiquer deux, particu-
lierement précises.

1° Jai résolu le probleme suivant (*) :

Reconnaitre sil'intégrale y(x) d'une équation donnée ¥(y', v, &) =o,
algebrique en y, y', x, est une fonction TRANSCENDANTE @ un nombre fini
(NoN pONNE) de branches (ou plus généralement &4 un nombre fini de
branches permutables autour des points critiques mobiles).

Quand @ ne figure pas dans I'équation, le probleme coincide soit avec
le célebre probleme d’Abel (recherche des cas ou une différentielle
algébrique s’intégre par un seul logarithme), soit avee le probleme de'la
réduction des intégrales abéliennes de premiére espece aux intégrales
elliptiques. On sait quelles difficultés arithmétiquessoulevent ces deux

(') Comptes rendus, 1. CXVI, p. 56g9; mars (8g3.
(*) Un Mémoire consacrd & ce probléme a 6t6 couronnd par I'Académie des Sciences
(Grand Prix des Sciences mathémaliques, 18q0).
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problemes dans les cas tres particuliers oir on les a résolus. 11y avait
lieu de penser que ces difficultés seraient plus profondes encore quand =
figure dans F. 1l n’en est rien; la question posée se traite algébrigue-
ment sauf pour des équations exceptionnelles qui s’intégrent par qua-
dratures; pour ces équations, le probleme est ramené explicitement au
cas ol @ ne figure pas.

29 J'ai démontré le célebre théoreme de Weierstrass sur les fone-
tions de n variables qui admettent un théoréme d'addition, Ce théoréme,
dont l'importance est considérable (dans I'étude des fonctions abé-
liennes, des surfaces algébriques, des équations différentielles, ete.)
a été pris souvent comme point de départ par les éleves de Weier-
strass, mais la démonstration de lillustre géometre allemand n'a
jamais été ni publiée ni enseignée. Je suis parvenu i établir en toute
rigueur cette proposition fondamentale, non sans rencontrer de tres
profondes diflicultés.

Toutefois, c¢'est la déetermination explicite des équations différen-
tielles & intégrale méromorphe ou (plus généralement) @ points cri-
tigues fizes qui constitue, je le répete, 'application la plus remarquable
des généralités précédentes. Les équations & points critiques fixes, par
I'intermédiaire desquelles il faut passer pour atteindre les équations
dont I'intégrale est méromorphe ou uniforme, présentent par elles-
mémes un intérét considérable. Elles constituent la généralisation
naturelle des équations linéaires et partagent avec ces équations toutes
les propriétés qui vésultent de la fixité des points singuliers. J'ai pu
Jormer explicitement toutes les équations du second ordre et du premier
degré dont les points critiques sont fixes, équations qui comprennent
notamment les trois types irréductibles (2), (3) et (4). La méthode
s'étend d'elle-méme aux équations (algébriques) du second ordre non
vésolues en y”. Enfin, sur les équations du (roisicme ordre i points
critiques fixes, dont I'étude est beaucoup plus difficile, j’ai obtenu
récemment des résultats d'une tres grande précision. Le probleme de
la détermination des équations différentielles & points critiques fixes
(ordre supérieur i I'unité), qui semblait récemment encore inabor-
dable, se trouve done résolu aujourd'hui dans le cas du second ordre
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et assez avancé dans le cas du troisieme pour qu'on puisse en croire la
solution prochaine.

Mais ce n'est pas seulement comme types nouveaux d’équations in-
tégrables ou comme sources de transcendantes nouvelles que les
équations & points critiques fixes s'imposent & l'attention des géo-
metres. Elles se présentent d’elles-mémes, et d’une fagon bien inat-
tendue, dans les théories les plus diverses. C'est ainsi qu’elles se
relient étroitement, comme je l'ai montré, a la théorie des groupes
continus finis. Le role qu’elles jouent dans la recherche des wntegrales
premicres des systemes differentiels est plus important encore. Je me
bornerai a le faire ressortir sur les équations de la Dynamique.

« Dans un probleme de Mécanique a n parametres x,, ..., «, (ol
ni les foreces, ni les liaisons ne dépendent des vitesses), les intégrales
premieres rationnelles ou uniformes par rapport aux vitesses ne peuvent
admettre (dans le champ des @, ..., @,, ¢) de points critiques en
dehors des valeurs (connues) des @, ..., ,, ¢, pour lesquelles les
équations du mouvement cessent d’étre régulicres. »

La détermination de ces intégrales premieres dépend, par suite,

~ d’équations différentielles & points eritiques fixes.

Appliquée au probléme des n corps, cette proposition m'a permis
d’étendre les théoremes bien connus de M. Bruns et de M. Poincaré,
et de montrer qu'il ne saurait exister (en dehors des intégrales clas-
siques ) d’intégrale premiere algébrique ou uniforme par rapport aux
vitesses (les coordonnées figurant d'une facon quelconque); j'ai pu
¢tablir par la méme voie que les conditions du choe ( contrairement aux
présomptions de certains astronomes) sont transcendantes, et méme
transcendantes par rapport aux vitesses : j'entends par la que les con-
ditions pour que deux au moins des z corps se choguent au bout d’un
temps fini ne peuvent se traduire par des relations oi les vitesses
figurent algébriquement.

L'Académie a couronné (Prix Bordin, t894) un Mémoire qui ren-
fermait ces résultats et sur lequel le rapport (') de la Commission
s'exprimait en ces termes :

(') Rapporteurs : MM. Poincaré, Picard, Appell.
P. 2
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« Dans la premiere Partie, sont développés des théortmes d’un
caractere trés général offrant un grand intérét analytique; ils sont re-
latifs aux intégrales premieres d'un systeme d’équations de La-
grange.... Il est bien remarquable de voir intervenir ici tout naturel-
lement une classe d'équations différentielles (les équations a points
critiques fixes ) qui a déja fait I'objet de divers travaux, mais qui ne s’é-
tait présentée encore dans aucune application.... La Commission a été
particuliérement frappée de originalité de cette premiere Partie, ou
I’auteur étudie de la maniere la plus heureuse les équations de la Dyna-
mique en se plagant au pointde vue de la théovie des fonctions. Elle est
unanime i accorder le Prix Bordin au Mémoire inscrit sous le n®3.... »

Jusqu’ici nous avons embrassé tout le champ (réel ou imaginaire)
de la variable. Quand on se restreint au domaine réel, les résultats gé-
néraux que j'ai obtenus contribuent efficacement i I'étude quantitative
de I'intégrale. La remarque suivante suffit a le faire comprendre : Ad-
mettons qu'on ait démontré que les intégrales d'un systeme différen-
tiel réel ne présentent, dans le champ réel de la variable, d’autres sin-
gularités que des poles; intégration quantitative du systeme est des
lors achevée, en ce sens qu'il est possible de représenter lintégrale
(définie par des conditions initiales réelles) i I'aide de séries qui con-
vergent pour toutes les valeurs réelles de la variable. Or les méthodes
que j'ai développées donnent précisément le moyen de reconnaitre si
les intégrales d'un systeme différentiel présentent ou non des singu-
larités non polaires. C'est ainsi que j'ai pu signaler des classes tris
étendues d’équations différentielles (et notamment de problemes de la
Dynamique) qui comportent dans le champ réel une véritable inté-
gration quantitative. La plupart de ces résultats se laissent d’aillenrs
étendre, par la méthode tout élémentaire de Cauchy-Lipehitz, aux
systemes différentiels non analytiques. C'est cependant par I'étude
approfondie des intégrales analyliques dans le domaine complexe que
j'ai été mis en garde contre cerlaines singularités qui persistent dans
le domaine réel et qui semblent avoir échappé 4 I'attention des géo-
metres. Il y a la une difficulté assez subtile sur laquelle je voudrais
insister en prenant comme exemple, pour plus de clarté, le probléme
des n corps.
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Représentons par p(¢) la plus petite (i Uinstant ¢) des distances
mutuelles des n corps. Le mouvement du systeme reste régulier et se
laisse définir i I'aide de séries convergentes tant que ¢ () ne s annule pas.
Les géométres étaient unanimes a en conclure que le mouvement reste
régulier tant que deux des astres ne se choguent pas, c’est-i-dire tant
que deux (au moins) des points du systeme ne viennent pas coincider
en un certain point de I'espace. Cette conclusion n’est pas légitime, du
moins sans une discussion préalable; elle serait sirement vraie si
(quand ¢ tend vers un certain instant z,) les astres tendaient néces-
sairement vers des positions déterminées; mais rien ne prouve qu’il
en soit ainsi; on peut choisir des lois d’attraction entre quatre points
matériels, par exemple, telles que, ¢ tendant vers ¢,, les quatre points
restent i une distance finie sans tendre vers aucune position limite:
e(t) tend vers zéro avec (¢t — ¢,) sans que la distance de deux points
particuliers tende constamment vers zéro. Qu'une telle hypothése soit
inadmissible, ¢’est ce qui n'est nullement évidenta prior, et je ne suis
arrivé a le démontrer que dans le cas de tro’s corps.

Le probleme des trois corps (mais non celui des n» corps) serait
donc résolu au point de vue guantitatif, si I'on connaissait avee préci-
sion les conditions initiales qui correspondent & un choc. Fai dit plus
haut que ces conditions n’étaient pas susceptibles, malheureusement,
d'une définition algébrigue; le seul but qu'on puisse se proposer,
c¢'est done de les calculer avec une approximation indéfinie. J'ai com-
mencé, il y a quatre ans, I'étude de ces conditions; mais, entrainé
presque aussitot par d'auntres recherches, je n’ai eu le temps ni de
I'achever, ni d’en publier les premiers résultats. Je voudrais, du moins,
faire connaitre en deux mots le point ol je I'ai laissée : le cas ol
deux des corps seulement se choquent est a peu pres élucidé, grice a
cette remarque bien simple que 'action du troisieme corps devient
négligeable des que les deux corps sont trés voisins, mais je n’ai rien
pu obtenir encore sur le cas ol les trois corps (supposés de masse
finie) se choquent & la fois. ]

Pour n quelconque, j'ai donné du moins du probleme quantitatif la
solution imparfaite suivante : « Les conditions initiales du systeme
étant données, on peut calculer, au bout du temps T, la position des
astres avec une approximation ¢, ou bien décider si la distance de deunx
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au moins de ces astres est devenue, dans cet intervalle, p fois moindre

que leur distance actuelle (T, %, p sont donnés d’avance aussi grands

qu’on veul). »

La méthode de Cauchy-Lipchitz suffit & traiter la question avec un
nombre fini d'opérations (nombre qu'on peut limiter & l'avance, une
fois T, ¢, p choisis). En combinant cette méthode avee les méthodes
classiques de I'Astronomie, on rendrait les caleuls réalisables.

Dans le domaine de recherches ouvert par M. Poincaré sur les pro-
priétés qualitatives des intégrales, j'ai trouvé aussi quelques résultats
nouveaux. J'ai discuté notamment les trajectoires d’un systeme maté-
riel dans le voisinage d’une position d’équilibre. J'ai démontré V'insta-
bilité de I'équilibre dans des cas étendus qui ¢chappaient aux méthodes
de MM. Liapounoff, Kneser, Hadamard. J'ai établi tres simplement
I'existence (dans le voisinage d'une position d’équilibre ordinaire) des
petits mouvements periodiques, étudiés par M. Poincaré; comme appli-
cation, j'ai fait voir qu’un corps solide pesant, fixé par un gquelconque
de ses points, comporte une infinité (i deux parametres) de mouve-
ments périodiques,

Mais je veux surtout signaler les petits mouvements périodiques des
systemes dont la periode est trés longue quand leur amplitude est trés
pette. La méthode de M. Poincaré suppose essentiellement que la
période des oscillations considérées reste inférieure 4 une limite
donnée quand leur amplitude tend vers zéro. Or, dés que la fonction
des forces (développée dans le voisinage de la position d’équilibre)
commence par des termes de degré supérieur au second, de tels petits
mouvements n’existent plus, au lieu que des exemples trés simples (&
un parametre) mettent en évidence des oscillations dont la période
croit indéfiniment quand ['amplitude tend vers séro. L'étude de tels
mouvements semblait exiger une méthode entierement nouvelle. Jai
pu cependant, i I'aide d’un artifice assez simple, établir I'existence de
petits mouvements périodiques a trés longue période, dans le cas
general ou, la position d’équilibre étant stable, la fonction des forces
commence par des termes de degré supérieur au second.

Je dirai quelques mots, en terminant, de deux ordres de travaux
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qui ne se rattachent d’aucune maniere aux précédents et auxquels j'ai
été conduit par mon enseignement. Les premiers sont relatifs a la
transformation des équations de la Dynamique, les seconds i la Méca-
nique analytique du frottement.

Transformation des equations de la Dynamique. — Le probleme, tel
que je le pose, généralise & la fois le probleme de la représentation
géodésique des surfaces et les ¢légantes recherches de M. Appell sur
I’homographie en Mécanique.

Considérons une surface S et un point M mobile sans frottement
sur S sous I'action d’une force quelconque F qui ne dépend que de la
position de M. Appelons famille de trajectoires 1a famille de courbes a
trois parametres décrites par M. Etant données deux familles de trajec-
toires, tracées, l'une sur une surface S, l'autre sur une surface S,,
caiste-t-il entre S et S, une correspondance ponctuelle qui transforme
U'une dans I'autre les deux familles de trajectoires?

Cette question comprend évidemment I'étude des familles de trajec-
toires qui admettent une transformation ponectuelle (et notamment
une transformation continue) en elles-mémes. Si on laisse de coté le
cas banal oli la correspondance réalise 'application de S sur S, ou
sur une homothétique de S,, la question se relie intimement i I'exis-
tence d'intégrales quadratigues des géodésiques de S. I'en ai donné,
ainsi que des questions connexes, une solution explicite et compléte,
en dépit des intégrations qui semblaient s’introduire. Jai étendu
le probleme et une grande partie des résultats aux ds* & n dimen-
sions ('), c'est-i-dire aux problémes de Dynamique i n paraméitres.

Mécantque analytique du frottement. . — Jai cherché & développer
pour les systemes doués de frottement une doctrine analogue a la Méca-
nique analytique des systemes sans frottement. Cette extension semble
devoir présenter un intérét véritable quand on passe de la Mécanique
rationnelle i la Mécanique physique et 4 la Thermodynamique. Jai
donné une définition générale des forces de frottement, des forces de
liaison, de lu loi rationnelle de frottement (propre i un systeme), loi

(1) Je me suis trouvé la en conlact sur quelgues points avee M. R. Liouville.
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distincte de la loi empirigue de frottement, mais qui s’en déduit. Cette
étude m’a conduit & une conclusion inattendue : c'est que les lois clas-
siques du frottement de glissement sont logiquement absurdes dés
que le coefficient de frottement devient un peu considérable (tout
en restant inférieur aux valeurs qu'on lui attribue d'apres 'expé-
rience). La vraie raison de la contradiction c’est que la rugosité des
surfaces en contact n’altere pas seulement la composante tangentielle,
mais aussi la composante normale de la réaction.

Admettons, par exemple, comme postulat, que, dans le frottement
de deux solides I'un sur l'autre, la composante tangentielle T de la
réaction soit une fonction de la composante normale N, soit T =F(N),
lafonction F ne dépendant que de la nature superficielle des deux élé-
ments en contact et de leur vitesse relative. Pour qu'une telle loi ne

conduise pas a des contradictions, il faut que “‘TM- tende vers zéro

I
avee N

J'ai indiqué quelques cas particuliers tres simples ot les lois ordi-
naires du frottement ne sauraient se vérifier. 1l serait facile et inté-
ressant de réaliser ces expériences.

Telles sont, dans leurs grandes lignes, les quelques idées générales
qui ont inspiré mes recherches. On trouvera, dans les pages qui
suivent, une analyse détaillée des résultats auxquels je suis parvenu
et dont je n'ai pu qu'indiquer, dans cette Introduction, les plus carac-
téristiques.
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RESUME ANALYTIQUE.

————

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DES FONCTIONS.

Singularités des fonctions analytiques.

L. J'ai approfondi la nature des diverses singularités que peut pré-
senter, dans son domaine d’existence, une fonction analvtique uniforme
O nor.

Certains esprits seraient enclins & penser que ce sont la des généra-
lités inutiles et qu’il suffit de se limiter aux singularités les plus
simples. Une telle restriction est évidemment légitime quand on
étudie la théorie des fonctions en soi; c'est ainsi qu'on a le droit de
choisir, comme sujet de recherches, la classe des fonctions uniformes
qui n’ont que des points singuliers isolés. Mais, quand on considere
les fonetions engendrées par un procédé analytique déterminé (comme
une intégrale définie, une équation différentielle, etc.), on ignore i
I'avance les modes de singularités qu’introduit cette génération, et les
exemples les plus naturels font apparaitre des complications bien
imprévues. Sous peine de commettre de graves errcurs, il faut
donc se mettre en gard(_z contre les différentes circonstances qui sont
suseeptibles de se produire.

2. Singularités des fonctions uniformes. — C'est aux fonctions wni-

formes (') que je me suis attaché tout d’abord [3, 63] (*). Les

(1) 1l suffit, pour la suite, d'admellre que la funclion est uniforme dans le domaine du
plan ol l'on fait varier la variable complexe 2.
(?) Les chiffres placés entre crochels renvoient aux numéros de la liste des travaux.
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points singuliers d’une telle fonction jouissent de la propriété que leur
ensemble renferme ses points-limites. Inversement, quand un ensemble E
de points satisfait & cette condition, il existe une infinité de fonctions
uniformes dont les points singuliers constituent I'ensemble E. 11 suit
de li que cet ensemble peut affecter les dispositions les plus variées,
comprendre des espaces lacunaires, des lignes singulicres (pourvues ou
non de tangentes), ete. C'est pourquol j'ai di commencer par préciser
la notion de ligne.

M'appuyant sur les travaux de M. G. Cantor, jappelle avec lui
ensemble continu de points tout ensemble parfait bien enchainé, et je
définis une ligne comme un ensemble continu de points du plan qui
ne comprend aucune aire ('). Cette définition, comme il résulte aisé-
ment de la théorie de M. Cantor, est bien adéquate & la notion ordi-
naire de ligne. Quand I'ensemble continu comprend des aires, il est
dit superficiel. Les points-frontiéres d’un ensemble superficiel forment
un ensemble composé de lignes (dont certaines peuvent se réduire &
un point) et qui renferme ses points-limites.

Jai été amené aussi i distinguer les ensembles parfaits de points
qui ne comprennent pas d’ensemble continu, en trois catégories, de la
maniere suivante :

Supposons, comme il nous est loisible de le faire, tous les points de
I'ensemble & distance finie. L'ensemble étant partout discontinu, on
peut enfermer les points de 'ensemble dans un nombre fini daives
@yy +.ey %, loutes extérieures les unes aux autres et intérieures
chacune & un cercle de rayon ¢ choisi d’avance aussi petit qu'on veut.
Représentons par L, la longueur totale des périmetres des aires «,
Trois cas se présentent :

1° Ly tend verszéroavece (sil’on choisitconvenablementles aires «);

2% Le premier cas n’est pas réalisé, mais L, reste du moins inférieur
i une certaine limite quand ¢ tend vers zéro (les aires « étanl conve-
nablement choisies);

. g e : i 1 A HEE
3° Lg croit indéfiniment avec - de quelque manikre qu'on choisisse
les aires o.

(') Yentends par Id qu'il n'existe aucune aire finie dont lous les poinls fassent partie
de I'ensemble.
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Je conviens de dire qu'un ensemble parfait discontinu de points est
ponctuel dans le premier cas, semi-lineaire dans le second, semi-super-
JSiciel dans le troisieme.

3. Appliquons cette terminologie & 1'étude d'une fonction uniforme
f(z) dans le voisinage d’un point singulier non polaire  =a. Les
principaux résultats que j'ai obtenus se résument ainsi :

Si le point singulier a est &solé ou limite de points singuliers isolés,
I'indétermination de la fonction est, comme on sait, compléete dans le
voisinage de @ = a; d’une facon précise, en vertu d’un théoréme de
M. Picard, y(a) acquiert une infinité de fois toutes les valeurs sauf
deux ou plus.

Ce cas écarté, I'ensemble E des points singuliers voisins de a esl
nécessairement parfait, mais deux cas sont possibles :

Premier cas. — L'ensemble E est discontinu;

Second cas. — L'ensemble E comprend des lignes, c'est-a-dire que le
point @ fait partie d'une ligne singuliere ou encore est un point-limite
de lignes singulieres (qui tendent a se réduire 2 ce point).

Dans le premier cas, si I'ensemble discontinu E est ponetuel, j'ai
montré tres simplement que l'indétermination de y(x) pour # = a
est complete. Si I'ensemble E est semi-linéaire et surtout s'il est semi-

superficiel, 'étude de l'indétermination de f(x) exige des méthodes
plus délicates.

4. Dans le second cas, j'ai précisé par des exemples les civcon-
stances tres diverses qui se présentent; la fonction peut étre déter-
minée (ainsi que ses premieres dérivées ou toutes ses dérivées); elle
peut étre indéterminée soit complétement, soit incomplétement. )'ai été
conduit ainsi & introduire [ 63, 97] la notion nouvelle de domaine
d’indétermination d’une fonction y = f (&) en un point singulier x = a.

Voici la définition que j'ai donnée de ce domaine, définition qui
convient aussi bien aux fonctions ron untformes :

Soit /un chemin quelconque aboutissant (') au pointa et sur lequel
y() est holomorphe. Tracons, de @ comme centre, un cercle ¥ de

(') Le chemin { peut avoir une longueur infinic ¢t admeltee le point a comme point
asymplote,

B 3
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rayon e, prenons un point @, sur la partie de / attenante aaet inté-
ricure & v, et faisons varier z arbitrairement dans y  partir du pointa,,
en évitant toute singularité de y(2). Les positions correspondantes
de y(x) épuisent un certain domaine D,; d’une facon précise, je repré-

sente par D, I'ensemble de ces positions et de leurs points-limites. Quand ¢

tend vers zéro, D, tend vers un certain ensemble continu d'un seul
tenant D qui peut se réduire & un point (notammentau pointa l'infini).
Si D se réduit & un point, la fonction y(a) considérée est déterminée;
sinon la fonction est indéterminée et c’est D que jappelle domaine
d'indétermination de y(2) pour x = a. L'indétermination est complete
quand D embrasse tout le plan (ainsi qu'il arrive toujours si le point
singulier @ est isolé ). L'indétermination est incompléte dans le cas con-
traire; j'ai donné des exemples de fonctions uniformes douées de points
singuliers pour lesquels D se réduit & une aire finie ou a une ligne.

5. Théorémes sur les lignes singulieres. — Quand une fonction uni-
forme y(a) est déterminée en tous les points d’une ligne singuliere,
Jarétabli[3 ] sur sa continuité le long de cette ligne et sur la continuité
de ses dérivées, certaines propositions assez délicates et fort utiles.
Ven ai déduit un criterium pour reconnaitre si une fonction uniforme,
définie d’un certain coté d'une coupure, est prolongeable ou non au
dela de celte coupure, et j'ai appliqué ce criterium i des classes
¢tendues de fonctions, notamment aux fonctions représentées par des
intégrales définies. J'ai misen évidence certaines particularités remar-
quables telles que I'existence d’expressions analytiques quin’ont dans
tout le plan, comme singularité, qu'une coupure ouverte et qui sont
prolongeables d'un coté de cette coupure et non de I'autre.

Mais le théoréme auquel j'attache le plus d'importance est le sui-
vant [3] :

Deux fonctions definies d'un méme coté d'une ligne L et qui cvincident

sur une portion de cette ligne, si petite qu’elle soit, coincident identique-
ment. :

Quand les deux fonctions sont holomorphes sur L, c’est la un
théoreme classique qui joue un role fondamental dans la théorie des
fonetions. L'extension (qui n’allait pas sans difficultés) de ce théoreme

Notice sur les travaux scientifiques - page 20 sur 130


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x045x10&p=20

BRI Santé&

— ) —

au cas out les deux fonctions admettent L comme ligne singuliere,
m’était indispensable pour les problemes que j'avais en vue. Mon but
était en effet, une fois constituée une théorie générale des fonctions
uniformes, de découvrir dans!'immense famille de ces transcendantes
celles qui comportent une définition raturelle (définition par les rela-
tions implicites, ou par les équations différentielles algébriques, ete.).
Je voulais notamment, parmi ces divers modes de génération, déter-
miner les plus simples qui puissent donner naissance a des fonetions
uniformes affectées de coupures essentielles.

6. Voici les conclusions les plus caractéristiques auxquelles je suis
parvenu [3 ] dans cette voie :

Représentons par F(a, y) une fonction analytique des deux va-
riables @, y, qui reste méromorphe quand @ et y varient, a dans
un certain domaine D et y dans tout son plan, et considérons 'équa-
tion différentielle

(1) %:F{x,y};

toute intégrale y () de (1) qui dans D est uniforme ou n' acquiert qu'un
nombre fini de branches ne peut admettre dans ce domaine, comme
points singuliers non algebriques, que cerlains pm'.fz!s Jixes. Ces puiﬂlﬁ
coincident nécessaivement avec les points @ = a (du domaine D) ol
F(a, y) est infini quel que soit y.

Le méme théoreme s’applique aux fonctions implicites y(a) définies
par la relation

Flay x)=0;

Plus généralement, le théoreme subsiste si, pour @ arbitrairement
choisi dans D, F(a, y) est une fonction de y @ n» branches et n’admet,
dans tout le plan des y, qu’un nombre fini de points singuliers trans-
cendants y = g (@) (points dont les affixes dépendent analytiquement
de ). 1l suffit méme que ces points singuliers y = g(2) forment,
pour & donné, un ensemble dénombrable. Les points transcendants
de lintégrale y(2) dans D coincident alors nécessairement avee les
points x =a qui sont singularités (polaires ou non) de F(a, y) quel
que soit y.

Une conséquence de ces théoremes, c'est que Cintégrale génerale
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y(x) d'une équation (1) ne peut élre une Jonction uniforme (ou a

g branches) sans que F(x, y) soit algébrigue en y.

Supposons maintenant que (pour @ pris arbitrairement dans D) les
singularités y=g(x) de la fonction uniforme (ou & 2 branches)
F(a, y) formentun ensemble non dénombrable mais qui ne comprend
pas de ligne : une intégrale y(w) de (1), uniforme (ou & ¢ branches)
dans D, ne peut éire affectée de lignes singulieres.

Ces théoremes sont en défaut quand F(a, y) est une fonction i une
infinité de déterminations, lors méme que toutes les singularités de
[ (2, y) sont algébriques.

Dans le cas du second ordre, en me restreignant aux équations
différentielles algébriques, j'ai établi [36, 37, 63] que, si linté-
arale générale est uniforme (ou a ses points critiques fixes), cette
intégrale est nécessairement dépourvue de lignes singulieres. Les
¢quations du troisiéme ordre sont les premieres qui puissent conduire
(et qui conduisent en effet) a des fonctions uniformes affectées de
coupures.

J'ai fait voir enfin [63 ] que ces fonctions uniformes bien connues, qui
restent continues ainsi que toutes leurs dérivées sur une ligne singu-
licre, ne sauraient vérifier aucune équation différentielle algébrique.

Par la suite, j'ai poussé beaucoup plus loin I'étude des équations
différentielles algébriques en employant d’autres méthodes; mais ¢’est
celle-la qui m'a guidé.

.

7. Singularités des fonctions analytiques non uniformes. — Jai di-
visé [3, 63, 97] les points singuliers (non algébriques) d'une fonction
multiforme y (@) en points essentiels et points transcendants ordinaires,
suivant que la fonction est ou non indéterminée au point singulier.

Une difficulté se présente ici, que I'on ne rencontrait pas dans I'étude
des fonctions uniformes : dans le voisinage du point singulier (qui
peut étre point-limite de points critiques), il importe de préciser la ou
les branches de la fonction y(x) que 'on considiére. On y parvient
grace a la notion du domaine d'indétermination que j'ai introduite
plus haut (§ 4).

Soient / un chemin quelconque aboutissant au point a et y(z) une
branche de fonction holomorphe sur /, mais qui admet le point a
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comme point singulier. Le domaine d’indétermination, pourz = a, de
cette fonetion y (@) est un ensemble continu bien défini D, qui peut se
réduire & un point (notamment au point y = ). Si D se réduit & un
point, la branche de fonction y(x) a une valeur déterminée pour
x=a; le point singulier est un point transcendant ordinaire de y ().
Dans le cas contraire, # = a est un point essentiel.

Ce que je viens de dire n’implique aucune restriction quant aux
singularités de y(x) : le point a peut appartenir & une coupure ou
étre point-limite d’autres singularités. Mais je me suis attaché spéciale-
ment au cas ol ce point @ est un point singulier &solé de la branche de
fonction y(a). Quand la fonction y(a) n'a qu'un nombre fini de
branches qui se permutent autour du point @, ce point singulier (non
algébrique) de y () est nécessairement un point essentiel dans le voi-
sinage duquel y (&) atteint une infinité de fois toutes les valeurs, sauf
deux ou plus. Mais quand une infinité de valeurs de y(«) se permutent
autour du pointa, le point a peut étre point transcendant ordinaire

(Exemplcs vy=loge, y= fo_;.;E) ou point essentiel ('); dans ce
dernier cas, I'indétermination peut étre compléte (Exemple : y = ')
ou incompléte [Exemple : y = (loga)'; le domaine d’indétermination
pour & = o est une couronne circulaire].

Ces dernieres singularités (points essentiels d'indétermination
incomplete) sont extrémement remarquables, en ce sens qu'elles
entrainent pour la fonction multiforme inverse a(y) l'existence
de lignes singuliéres plus ou moins compliquées. Parmi les modes de
génération des transcendantes, j'ai cherché quels étaient les plus
naturels qui pouvaient donner naissance i une telle singularité. Jai

obtenu, notamment, sur les équations différentielles algébriques e
théoréme suivant :

Quand I'équation est du premier ordre, aucune intégrale ne peul pre-
senter de points d'indétermination incompléte. Quand I'égquation est du
second ordre, il peut exister de tels points singuliers, mais ces points sont

(') Yai distingué les points essentiels en points semi-essenticls et poinls essentiels
proprement dits suivant que y (=) tend ou non vers une limite quand x tend vers a sans
tourner indéfiniment autour de lui. Exemple : # =0 est un point semi-essentiel de
y = xlogx, et un point essentiel proprement dit de y = a¥,
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des points fixes en nombre fini et leurs affixes se caleulent algébriquement
sur I'équation différenticlle. Quand [ équation est du troisiéme ordre, ces
points peuvent varier avee les constantes et étre en nombre infini pour
chaque intégrale.

Il est facile, d’ailleurs, de former des exemples tres simples d'équa-
tions du second ordre et du troisitme ordre qui donnent lieu aux
particularités indiquées.

Le théoreme précédent jouait un role fondamental dans la premiere
méthode qui m'a permis de déterminer les équations du second ordre
i points critiques fixes (voirle § 40). Ce n'est que plus tard que j'ai
trouvé un mode d’exposition plus élémentaire, mais moins suggestif.

8. J'ai discuté les divers modes de branchement d’une fonction
multiforme. J'ai donné des exemples de fonctions multiformes qui
n‘admettent comme singularités que des coupures et aucun point
critique proprement dit. J'ai signalé aussi des fonctions multiformes
dont toutes les branches (sauf une seule) présentent une méme ligne
singuliere fermée, en sorte que la méme fonction analytique n’a
qu'une détermination dans une partic du plan et en admet deux on
une infinité dans le reste du plan. Toutes ces particularités inter-
viennent dans la théorie des équations différentielles.

J'ai insisté enfin sur la disposition des singularités d'une fonction
multiforme. Quand la fonection a une infinité de branches, 'ensemble
des points singuliers ne renferme pas, en général, ses points-limites :
c'est ainsi qu’il existe des fonctions multiformes dont les points
singuliers (tous algébriques) épuisent les points du plan de coordon-
nées rationnelles. Il en va tout autrement quand la fonction n'a qu'un
nombre fini de branches; I'ensemble des singularités renferme ses
points-limites, et j'ai étendu aux points singuliers d'une telle fonetion
toutes les propriétés énoncées pour les fonetions uniformes. J'ai établi

notamment ce théoreme qui m’a été trés utile dans I'étude des équa-
tions différentielles :

Soit y(x ) une transcendante a n deéterminations. Si la Jfonction inverse
a(y) ne posséde, dans tout son domaine d'existence, qu'un nombre fini
de determinations, Uensemble des points singuliers de y(x) est composé
de lignes ou d’ensembles parfaits semi-superficiels.
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Représentation des fonetions analytiques.

9. Représentation d'une fonction uniforme a singularites quelconques.
— M. Runge a établi, au sujet de la représentation des fonctions
uniformes, deux théorémes fondamentaux :

« Tneonime I. — Toute fonction (ou expression) analytique uni-
» forme y(x) est représentable par une série de fractions rationnelles
» ER,(x). La séric converge uniformément dans tout le domaine &
» I'intérieur (et sur le contour) duquel y () est holomorphe. »

« Tugontme II. — Si les points singuliers de y(x) forment un
» ensemble continu, d'un seul tenant, comprenant le point # = =, il
» est loisible, dans le théoréme I, de remplacer les fractions ration-
» nelles R, par des polynomes ('). »

Yai donné [3, 70, 71] de ces deux théoremes de M. Runge une dé-
monstration intuitive qui tient en quelques lignes. Je les ai complétés
par plusieurs propositions qui réunissent, en quelque sorte, les résultats
de M. Runge et les résultats classiques de Weierstrass et de M. Mittag-
Leffler. Je citerai seulement les deux suivantes :

1° Désignons par @ un quelconque des points singuliers isoles de
y(x) et par & un quelconque de ses points singuliers non tsolés.
La fonction (ou expression) y(a) est représentable par une série
Xya(@), oit 1, (x) admet comme poles ou points essentiels un nombre
fini de points @ et b, ces derniers étant tous des poles, et chaque
point @ ne figurant que dans un seul terme y,,.

2° Soient E'ensemble des points singuliers de y(2), ete 'ensemble
obtenu en remplacant chaque ensemble continu compris dans E par
un de ses points arbitrairement choisi. La fonction y(a) est repré-

P.(x)
z—a)(x— b))
points de e (variables avec n) et P, un polynome.

Quand la fonction () est holomorphe ou méromorphe dans une

% T | 3 il W
sentable par une série Zl( » olt @, b désignent deux

(1) En particulier, toute fonetion holomorphe dans une aire fermée est développable
1

I —=z

une série de polynomes qui converge dans tout le plan, sauf* sur I'axe posilif réel entre

1 et -+ 2.

dans eette aire en séric de polynomes. De méme, la fonetion

st développable en
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aire & contour simple, j'ai indiqué une représentation de la fonction
qui met en évidence ses séros et ses poles; cette représentation est
tout & faitanalogue i la décomposition en produit (ou en guotient)
d'une fonction entiere (ou méromorphe) dans tout le plan.

10. Représentation d une branche holomorphe de fonction. — Quand
I'aive considérée A est convexe, ces représentations deviennent parti-
culitrement élégantes et simples. Seit @, un point intéricur & A :
Toute fonction [(x) holomorphe dans A est développable en une série de
nolynomes P, (&), ou P, est lincaire et homogéne en f(x,), [ (&,), ...,
J9(xy).

En appliquant ce théoréme i une suite d'aires convexes qui s'apla-
tissent indéfiniment sur I'axe réel, je suis parvenu [72, 84, 85] (') &
une proposition qui ne concerne que les valeurs réelles de x, mais dont
on concoit aussitot 'importance dans la théovie des équations dilléren-
tielles. Cette proposition s'énonce ainsi :

On peut former (et d’'une infinité de manicres) une suite a double
entrée de polynomes, a coefficients numériques, soitla suite

('.3,} (“-J,D:]It,l:]: =y EIlfr,ﬂsI[H,llIM,E: o ':Ilmnj:
telle que la série

(3)  EPa(z)=(n)Z[f(0) I,/ (0) Iy~ f* (0) My .0 £ (0) 1N, 0]

converge el représente () sur tout le segment de I'axe positif réel com-
pris enire Uorigine el le premier point singulier a (d’affize réel et positif)

de f(.r).

La série (3) converge uniformément, ainsi que toutes les séries
dérivées terme & terme, sur tout segment ob (& positif el < a). La
fonction f(x) désigne une fonction quelconque, holomorphe pour
r=0n.

La serie (3) diverge, en général, en dehors de I’ axe posttif reel.

Siaulieu de cet axe on considere une demi-droite issue de I'origine
et d'argument «, il suffit de changer @ en @e™ pour étre en état d'ap-

pliquer le théoreme : mais le développement ainsi obtenu dépend de =
ct ne converge que sur la direction «.

(') Tai enseigné celle proposition et je V'ai appliquée sux équalions de la Méeanique
dans un cours professé au Collége de France (décembre 1896)

.
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Depuis lors, M. Mittag-Leffler est arrivé i un résultat extrémement

remarquable : il a formé des séries de polynomes composés linéaire-
ment, comme les précédents, avec f (o), /' (0), f"(0), ... et qui
convergent sur chaque demi-droite issue de I'origine jusqu’au premier

point singulier de f(x). Le domaine ainsi défini [qui comprend le

cercle de convergence de la série de Mac-Laurin /(o) + ?f’(o} + .. ]

est dit éloile de convergence de la série.

Il semble, & premitre vue, en comparant les domaines de conver-
gence, qu'il doive exister une différence essentielle entre les développe-
ments (3) et ceux de M. Mittag-Leffler. Il n’en est rien : pour passer
des séries (3) a celles de M. Mittag-Leffler, i suffit dans (3) de
Jaire x = 1 et de remplacer chaque (o) par 2'f“ (o).

La démonstration du théoreme de M. Mittag-Leffler & laquelle on
parvient ainsi, met en évidence une foule de généralisations de ce
théoréme, et permet notamment [85] de passer sans difficulté du cas
d’une variable au cas de p variables (').

Fonctions de plusieurs variables. — Considérons, pour fixer les idées,
une fonction f de trois variables @, y, 5; les développements que nous
introduisons sont des séries de polynomes EP,(, y, 5), dont chaque
terme P, est une combinaison linéaire et homogene (4 coefficients
numeriques) de f,, (xfe, +yf 3.0 ooy (2fe, + [+ 305 fon
Sfaur ++. désignent les valeursde £, f:, ... pourx =y =35 = o.

La fonction f étant une fonction quelconque holomorphe pour
@ =y =2z =0, la série ZP,(=, ¥, ) converge dans une éloile qui se
définit géométriguement dans 'espace a six dimensions, exactement
comme.pour les fonctions d'une variable. Bornons-nous, pour plus de
clarté, aux valeurs réelles de z, y, z : la série ZP, (=, y, 5) converge,
dans I'espace réel oxyz, sur toute demi-droite issue de 'origine jus-
quau premier point singulier de f(z, y, 5). L'étoile réelle de conver-
gence est ainsi définie.

Ces développements sont appelés a jouer un réle important dans la

(*) L'étude des développements des fonctions de plusieurs variables m'a amené  pré-
ciser un point important de la théorie des séries enlidres : j'ai défini le domaine exact

de convergence d’une série de Mac-Laurin (4 p variables) quand on groupe ensemble dans
la série les termes de méme degré.

P. 4
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théorie des équations aux dérivées partielles. Supposons que I'équation
soit linéaire et homogene par rapport aux dérivées partielles d’un
certain ordre et que ses coefficients soient des constantes (ou des
formes homogenes et de méme degré des variables). Appliquons les
développements précédents i une intégrale analytique d’une telle équa-
tion : ces développements P, sont dérivables terme & terme indéfi-
niment et, d'aprés sa composition méme, chaque terme P, vérifie
U'dquation aux dérivées partielles.

Par exemple, toute fonction harmonique V(x, y,s), réguliere a
I'origine, est développable en une série de polynomes harmoniques qui
converge dans 'étoile ot la fonction V reste réguliere.

11. Développement des fonctions réelles non analytiques. — Je me suis
occupé aussi [73] du développement des fonctions réelles (non analy-
tiques). Soit /(@, y,z) une telle fonction : j'ai montré qu’on peut
former des séries de polynomes ZP,(z, y,z) qui jouissent des pro-
priétés suivantes : .

1° La série converge uniformément et représente f(a, y, =) dans
tout domaine (& trois dimensions) o1 /(, y, 5) est continue;

2° Les séries déduites de la premiere en la dérivant terme i terme
jouissent de la méme propriété relativement aux dérivées correspon-
dantes de f(x,y, 3).

Sinotamment f est continue dans un volume D, ainsi que toutes ses
dérivées (surface-limite comprise), la série converge uniformément
dans D ainsi que toutes les séries dérivées.

Considérons, d’apres cela, une fonction (ou expression) analytique

uniforme qui dépend de deux (ou de plusieurs) variables complexes.
Soit

S, y) = fil@, 2y, ¥y, ¥2) + ifs(ay, &gy Y15 Y1)
(=4 iy, y =y, + [ 7).

En appliquant le théoreme précédent i chaque fonction f,, £, on voit
qu’on peut représenter (dans tout son domaine) la fonction uniforme
S(x,y) par une série de polynomes

EIPR('”M x‘l:_}"l:,}'l} =t EQ#:(EU Lgy yh_}"'!:']r

mais la combinaison P, + iQq n’est pas un polynome en w, y. Les déri-
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vées f,, /,, ... seront représentées par les séries 2(% “+i tj??s.)’
Si paradoxal qu'il paraisse, ce mode de développement est le seul
qu'on connaisse encore pour représenter les fonctions analytiques
uniformes de plusieurs variables & singularités quelconques.

12. Représentation conforme. — Dans 1'étude du développement
d’une fonction i I'intérieur d’une aire convexe, j'ai eu recours a la
fonction de Green, autrement dit a la fonction qui effectue la repré-
sentation conforme de l'aire convexe sur un cercle. Comme je devais
employer cette fonction jusque sur le contour de I'aire, il m’a fallu com-
pléter [3,19] les beaux Mémoires de M. Schwarz sur un point parti-
culierement délicat. Quand le contour de l'aire a représenter n'est pas
analytique, les démonstrations de M. Schwarz offrent, en effet, une
lacune : elles établissent bien qu'il y a une correspondance univoque
entre les points intérieurs des deux aires, mais cette correspondance
s'étend-elle aux points des contours eux-mémes? C'est ce qui n’est
nullement évident et ce que supposent cependant toutes les applica-
tions classiques de la représentation conforme. Sous la seule condition
que le contour admette une tangente continue ( sauf peut-étre en un
nombre fini de points anguleux), j’ai fait voir que les deux contours se
correspondent bien point par point, et que la correspondance reste
conforme sur le contour, sauf aux points anguleux ol les angles sont

réduits dans le rappnrt% (o angle des deux tangentes).

Plus généralement, soit @ (s), y (s) les coordonnées d’un point du
contour, dont I'arc est 5. Si, le long de I'élément AB du contour, 2 (s)
et y (s) ont des dérivées continues d’ordre ¢, la fonction X = ¢ (2),
qui effectue la représentation, est continue ainsi que ses (g — 1)
premieres dérivées sur AB.

Ces propositions sont utiles dans la théorie des équations aux dérivées
partielles, lorsque les conditions aux limites sont des valeurs données

sur un contour fermé (par exemple dans le probleme de Dirichlet ou
) d : .
I'on se donne EH)' Elles s’appliquent notamment aux contours ana-

lytiques qui ne sont pas réguliers en chaque point;: par exemple, aux
contours formés de plusieurs arcs analytiques distinets.
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Je me suis occupé aussi [12] de la représentation conforme dans
I'espace & trois dimensions. J'ai montré (en me servant des parametres
d'Olinde Rodrigue) que certaines propriétés trés simples suffisent
chacune a caractériser 'inpersion parmi toutes les transformations
ponctuelles : ces propriétés sont relatives a la conservation des angles
(théoreme classique), a la transformation du probleme de Dirichlet, &
la conservation des systémes triples orthogonaux, etec.

e —
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'DEUXIEME PARTIE.

FONCTIONS TRANSCENDANTES SPECIALES. — FONCTIONS ALGEBRIQUES
DE PLUSIEURS VARIABLES.

Fonctions abéliennes et généralisations.

13. Théorie des fonctions abeliennes. — Weierstrass a construit une
théorie des fonctions abéliennes sur cette proposition fondamentale :

« Quand n fonctions @, y, 5, ... de n variables u, ¢, w, ... ad-
» mettent un théoreme d’addition, ce sont des combinaisons algé-
» briques de fonctions abéliennes (ou de dégénérescences). »

Je rappelle que, par définition, les n fonctions «, y, 3, ... de u, ¢,
w, ... admettent un théoréme d addition si les valeurs de @, y, 3, ...
pour les valeurs « + uy, ¢ -+ ¢y, w + w,, ... des variables s’expriment
algébriquement en fonctions des valeurs de x, v, 5, ... pour «, v,
W, ... et pour u;, vq, We,s « ...

Les fonctions que nous appelons abéliennes sont les fonctions mé-
romorphes 2n fois périodiques de n variables, représentables par le
quotient de séries 0. Elles deviennent des dégénérescences quand,
dans les séries 0, un ou plusieurs systemes de périodes tendent vers
zéro ou l'infini.

La démonstration de Weierstrass, tres simple dans le cas d’une va-
riable, n'a jamais été ni publiée ni enseignée dans le cas de deux ou
plusieurs variables; elle est aujourd’hui perdue.

L’importance et la beauté de ce théoréme, les nombreuses applica-
tions qu’il comporte, non seulement dans la théorie des fonctions
abéliennes, mais encore dans la théorie des surfaces algébriques, des
groupes continus, des équations différentielles, etc., rendaient bien
désirable qu'il fut enfin établi. Les seuls travaux qui, &4 ma connais-
sance, se rapportent & la question sont ceux de M. Picard sur les
surfaces algébriques, mais, en dépit des profondes recherches de
I'illustre analyste, le théoreme restait & démontrer.

Placons-nous, pour plus de simplicité, dans le cas de deux variables.
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Un raisonnement tout élémentaire raméne aussitot la _questin.n au
probleme de l'inversion uniforme de deux intégrales de différentielles
totales

J =fP (z,y,3,)de+ Q(2z,y,3,)dy,

Jl:fPl(m,y,:,}dw+Q1(-‘ﬂ,Ip z,)dy

attachées i une surface algébrique
s(xt‘},l 5)) = 0.
D'une fagon précise, considérons le systeme différentiel

du="P dx+Q dy,

() dv=Pdzx + Q,dy;

toute la question revient i caractériser les cas ot les fonctions x (u, ¢),
¥(u, v), définies par (1), sont uniformes et de plus renferment algébri-
quement les constantes x,, y, (valeurs de x, y pour u = o, v = o).

Quand les intégrales J et J, sont de premiére espéce, le probleme est
résolu; les fonctions a(u,v), y(u,¢) ont quatre paires de périodes
distinctes, et les travaux bien connus de Weierstrass, de MM. Appell,
Picard, Poincaré permettent de les ramener aux fonctions 6.

Mais le cas ol les intégrales J et J, sont de seconde ou de troisieme
espece présente de trés profondes difficultés. J’ai pu I'élucider com-
pletement [53, 54, 63 ] et jai fait voir que, conformément au théoreme
de Weierstrass, les fonctions uniformes correspondantes se confondent
avec les dégénérescences classiques des fonctions hyperelliptiques.

14, La méthode que j'ai employée s’applique d’ailleurs & un nombre
quelconque de variables et démontre, par suite, sous sa forme la plus
étendue, le théoreme de Weierstrass.

Elle m’a donné aussi la solution d’un probleme connexe avec le
précédent et d’un grand intérétanalytique : je veux parler du probleme
qui consiste & déterminer tous les systémes (1) qui définissent des fone-
tions @ (u,v), y(u,¢) uniformes, sans faire hypothtse que = et y
renferment algébriquement les constantes a,, y,.

Les fonctions uniformes ainsi définies sont des combinaisons de
transcendantes classiques, mais non point des fonctions abéliennes (ou
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dégénérescences). Je signale notamment un cas out les fonctions @ (u,¢),
¥ (u,¢) présentent des singularités essentielles 3 distance finie et pos-
sedent quatre paires distinctes de périodes qui ne satisfont pas a la rela-
tion de Riemann.

L’'étude directe du systeme (1) dans le cas de deux et de n variables
m’a permis de constituer toute une théorie des fonctions abéliennes
sans rien emprunter a la doctrine des courbes algébriques ou des
séries 0. J'ai retrouvé également par cette voie, sans considérations
arithmétiques, quelques-uns des plus importants résultats de Weier-
strass, de M. Picard et de M. Poincaré sur la réduction des périodes
des intégrales abéliennes.

15. Géneralisations des fonctions abéliennes et fuchsiennes. — Les
travaux que je viens d’exposer me conduisaient naturellement [53, 63 |
a donner un sens plus large aux mots théoréme d’addition. Soient
x=uo(u,v), y="4(u,v,), 2=y (u,¢) trois fonctions quelconques
de u, ¢, fonctions qui sont liées évidemment par une relation
(2) S(z,7:,8)=0

transcendante ou algébrique. Si I'on appelle (X, Y, Z), (»,y, 3),
(@4 Yoy 5,) les valeurs de (g, %, 1) qui correspondent respectivement
aux valeurs (u -+ uy, ¢ +9¢,), (u,9), (u,,¢,) des variables, les trois
systemes (X, Y, Z), (@, ¥, 5), (%4 ¥o» 5,) vérifient 'équation (2),
et quand on élimine u, ¢, u,, v, entre ces systemes, on exprime X,
Y, Z en fonction de =, y, 5, @,, ¥, 34, 2 savoir

X=F(x,y. 5 0 Yoz s
(3) Y=G(z,y, 2 2 Y0 5)
\ Z :H{‘T!J", =y Loy Yoy 30}-

Si F, G, H sont rationnels en @, y, 5, 2,, ¥,, 5,, les fonctions o, {,
admettent un théoreme d’addition et sont hyperelliptiques. Convenons
de dire que 9, ¢, x admettent un théoreme univoque d’addition quand F,
G, H sont, non plus rationnels, mais untformes en @, y, s, x,, ¥
Voici quelques conséquences de cette définition :

Quand g, ¢, x admettent un théoreme univoque d’addition,

1° 9, ¥, 3 sont des fonctions uniformes de u, v (méromorphe si les
F, G, H sont méromorphes);

0y Sge
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20 Ces fonetions vérifient un systeme différentiel

de="P (2,y,3)dx + Q (&, y,5)dy,

(4) dv =P(z, ¥, 5)dz+ Q,(x,y,5)dy,

ou les seconds membres sont des différentielles exactes [en tenant
compte de (2)] et ol P, Q, P,, Q, sont uniformes en x, y, s.

Inversement, si les fonctions @, y, s de u, ¢ définies par un tel sys-
teme (4) sont uniformes, elles admettent un théoreme univoque
d’addition.

Toute la question serait donc de déterminer les systemes (4) dont
Vintégrale @ (u, ¢), y (u,¢) est uniforme.

Trois hypothises sont possibles :

1° Lasurface S =oetlesfonctions P, Q, P,, Q, sont transcendantes;

2° La surface S = o est algébrique, mais les fonctions P, Q, P,, Q,
sont transcendantes;

3¢ La surface S = o et les fonctions P, Q, P, Q, sont algébriques.

Les deux derniers cas se rattachent aux transformations biuntformes
des surfaces algébriques (voir le § 21). Je n’ai pu épuiser jusqu’ici
que le troisitme cas, qui conduit effectivement & certaines fonctions
uniformes admettant un théoreme univoque (et non rationnel ) d’addi-

tion, mais ces fonctions, comme je I'ai dit, sont des combinaisons de
transcendantes classiques.

16. Jai tenté, dans une autre voie, une généralisation & la fois des
fonctions abéliennes et des fonctions fuchsiennes.

Les fonctions elliptiques ou fuchsiennes x (u) sont caractérisées par
cette propriété que les valeurs de & qui correspondent 4 une valeur de
se laissent déduire d’une d’entre elles (ou d’un nombre fini d’entre
elles) par un groupe infini de transformations homographiques.

Je me suis proposé [29, 42] de déterminer toutes les fonetions uni-
formes 2(u), telles que les valeurs de u correspondant i la méme
valeur de @ se laissent déduire d'une d’entre elles , (oun d’un nombre
fini d’entre elles) par des transformations algébriques

{5] P(u) u,)IO,

ou P est un polynome en u, u, de degré donne.
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Le résultat est malheureusement négatif; toutes les fonctions ainsi
définies se déduisent des fonctions fuchsiennes (et dégénérescences)
par un changement algébrique de la variable. Pour le voir, jai
montré d’abord que tout groupe infini discontinu de transforma-
tions ( 5) est nécessairement un sous-groupe d'un groupe continu fini
algébrique; d’autre part, tout groupe continu algébrique est réduc—
tible (par un changement algébrique effectué sur ) soit au groupe
homographique, soit au groupe défini par la formule d’addition de la
fonction sn; mais les groupes infinis contenus dans ce dernier groupe
ne sauraient étre discrets. On est ainsi ramené aux groupes fuchsiens.

Le probleme s'étend naturellement aox fonctions de plusieurs
variables. Cherchons a déterminer toutes les fonctions uniformes
@ (u,v), y (u,v), telles que les couples (u, ¢) correspondant au méme
systeme (@, y) se déduisent d’un (ou de plusieurs) d’entre eux (u,, ¢, )
par des transformations algébriques (')

(6) P (e 00y 0, 9y, Q(u, o, 0,00,

ou P et Q sont de degré donné en u, ¢, u,, v,.

La encore, je montre que tout groupe infini discontinu de transfor-
mations (6) est compris dans un groupe continu fini algébrique. La
détermination explicite de ces derniers groupes (voir le § 19) m’a
permis alors de voir que, moyennant un changement algébrique effec-
tué sur u, ¢, tous les groupes infinis discrets cherchés sont des sous-
groupes des groupes canoniques continus & deux variables énumérés
par Sophus Lie (parmi lesquels on ne garde que les types algébriques).
Ces groupes discontinus comprennent notamment les groupes hyper-
fuchsiens et hyperabéliens de M. Picard, qui en semblent les types les
plus remarquables. Il y aurait pourtant intérét a former des fonctions
uniformes correspondant a d’autres types et vérifiant, comme les fone-

(1) Je me suis posé aussi ee probléme auquel s'appliquent des conclusions identiques :
« Déterminer les fonetions uniformes x (u), telles que les valeurs de u correspondant
a une valeur de = se déduisent d'un couple (ou de plusieurs couples) uy, ws d'entre elles
par des transformations algébriques

P e, ty,u:)=o0,

oil P est un polvnome en &, r;, uy de degré donné ».
B 5
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tions hyperfuchsiennes, un systeme diﬂ'{:reuli’cl‘algéh_l'iqut:. Toutefois,
je n’ai pas poussé la question plus loin. En voici la raison : Ces travaux
remontent & une période oii, n’espérant plus ﬁ.:-rmer _:l!rcctemnnl Ir:r..q
équations différentielles d'ordre supérieur a points critiques fixes, je
m’étais résigné A suivre une voie détournée; je cherchais donc i cons-
truire des transcendantes nouvelles satisfaisant & des équations diffe-
rentielles algébriques. Plus tard, ayant repris avec succes I'étude des
équations différentielles, j'ai laissé de cdté ce genre de problemes.

Courbes et surfaces algébriques.

7. Transformations rationnelles des courbes algébrigues. — Dans le
domaine algébrique, ce sont surtout des transformations rationnelles
des courbes et des surfaces algébriques que je me suis oceupé. Ces
transformations interviennent d’elles-mémes dans la théorie des équa-
tions différentielles. Soient

C(a,y)=0o, T{X,¥)=0o

deux courbes algébriques, la premiere de genre p, la seconde de
genre p'; admettons qu’on puisse passer de la premiere & la seconde
par la transformation

(T) z=r(X,Y), y=n(X,Y),

ol » et r, sontrationnels en X, Y. Je désigne par p. le nombre de points
de I qui correspond & un point de C. Si g. =1, la transformation est
birationnelle et p est égal a p’. Dans tous les cas, p’ est au moins égal
apet la formule de Zeuthen donne, si p est plus grand que 1,

e
.'—'P_I

Cette formule montre que si p’=p>1, la transformation est néces-
sairement birationnelle. Il en va tout autrement si p' = p = o ou 1.

C.-s‘:Ia posé, les propositions que j'ai obtenues [6, 18, 63] se résument
ainsi :

Les deux courbes I et C étant données, si p est plus grand que 1,
il n’existe entre elles qu'un nombre fini de transformations de pas-
sage (T), et ces transformations se calculent i I'aide d'un nombre fini
d’opérations algébriques. Si p =1, il existe uneinfinité de transfor-
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mations (T) dés qu'il en existe une seule; ces transformations dé-
pendent d’une constante et au moins d’un entier arbitraires; p croit
indéfiniment avec I'entier arbitraive. Si p = o, il est bien évident qu'’il
existe toujours entre C et I' une infinité de transformations (T) qui
dépendent d’une fonction rationnelle arbitraire.

Supposons maintenant la courbe I' donnée seule; elle n’est, en géné-
ral, la transformeée rationnelle d’aucune courbe C de genre p plus grand
que 1; quand il existe de telles courbes C, elles forment un nombre
fini de classes et 'on sait calculer algébriguement un type de chaque
classe. Pour qu'il existe une courbe C de genre un, il faut qu’une inté-
grale de premiere espece attachée a T n’ait que deux périodes. Cette
condition remplie, il existe une infinité de courbes C (distinctes) de
genre un dont le module dépend d'un entier arbitraive.

Enfin, si I' est hyperelliptique, il en est de méme a fortior: de C.

Ces résultats se rattachent évidemment & la transformation des
fonctions fuchsiennes et a la réduction des intégrales abéliennes.

18. Transformations rationnelles des surfaces algébrigues. — J'ai
insisté sur ces théorémes trés simples pour éclairer les propositions
analogues qui s’appliquent aux transformations rationnelles des sur-
faces [14, 15, 63]. Soient

Bl=, y;s)=®o, (XY Ly=0o
deux surfaces algébriques telles que la transformation rationnelle
(T) x=r(X,Y,Z), J':rl{-x: Y,Z), s=ry(X,Y,Z)

fasse passer de S & Z. Je représente par w le nombre des points de X
qui correspondent & un point de S, par m le degré de S, par p son

~ genre, par p, le genre de I'intersection G de S avec une quelconque

de ses adjointes Q [de degré (m—4)]; p', p, désignent les entiers
analogues attachés a £. On a dans tous les cas

: P'Zp,  PiZPy
et (8i py>1):

Si . est égal a 1, ¢’est-d-dire si la transformation est birationnelle,
p estégalap, p\ ap;inversement,sip, = p,>1, pestégalaret p'h p.
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Pour aller plus loin, je distinguerai, parmi les surfaces S de genre
p>1 (les seules que nous considérons), celles qui jouissent de cette
propriété connue : deux adjointes quelconques Q qui ont un point
commun sur S (en dehors des points singuliers) ont sur S une ligne
commune. Je donne & ces surfaces le nom de surfaces spéeiales. Quand
une surface est spéciale, la courbe G se décompose en courbes de
genre un; dans tous les autres cas, p, est plus grand que 1.

Cette définition admise, supposons données les deux surfaces S
et X. Si la surface S n’est pas spéciale (p > 2), il ne saurait exister
qu'un nombre fini de transformations (T), et ces transformations se
calculent a I'aide d'un nombre fini d’opérations algébriques. Si la sur-
face S est spéciale, il peat exister une infinité de transformations (T)
qui dépendent d’une constante et d’entiers arbitraires; la constante
n'apparait que si le module des courbes G de S est constant; les
entiers permettent & w de croitre indéfiniment.

Quand la surface X est spéciale, il en‘est de méme, a forwwori, de S;
dans ce cas, p peut étre égal a p’ sans que la transformation soit bira-
tionnelle.

Supposons, enfin, la surface £ donnée seule : les surfaces S non
spéciales dont elle est la transformée rationnelle forment un nombre
fint de classes, et 'on sait déterminer algébriquement un type de chaque
classe (). Quant aux surfaces S spéctales, leur recherche se ramene au
probleme de la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales
elliptiques.

19. Transformations birationnelles des surfaces. — Passons au cas ot
ta transformation (T) est birationnelle. J'ai réussi [31, 63] 4 compléter
les théoremes fondamentaux de M. Picard sur les surfaces algébriques

qui admettent un groupe continu fini de telles transformations.
M. Picard a établi que ces surfaces jouissent d'une des deux propriétés
suivantes :

« Ou bien elles possedent un faiscean linéaire de courbes de genre
zéro ou de courbes de genre un (2 module constant) ;

» Ou bien il existe denx intégrales de différentielles totales attachées

(') Deux surfaces (comme deux courbes) sont de la méme classe quand elles se corres-
pondent birationnellement.
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a la surface dont l'inversion conduit a des fonctions uniformes qui ren-
ferment rationnellement les constantes d’intégration @, v, 5,. »

Du théoreme de Weierstrass une fois démontré (§ 13), il résulte
que les surfaces de la seconde catégorie sont des surfaces hyperellip-
tiques ou des dégénérescences.

Quant aux surfaces de la premiere catégorie, certaines conditions
supplémentaires sont nécessaires pour qu’au faiscean de courbes uni
cursales ou elliptiques corresponde effectivement une transformation
birationnelle infinitésimale de la surface. Jai donné ces conditions
sous une forme précise.

(’est ce quim’a permis de déterminer explicitement tous les groupes
continus finis algebrigues a deux variables. Moyennant une transfor-
mation algébrigue effectuée sur les variables, tous ces groupes se
raménent soit aux types canoniques énumérés par Sophus Lie (o I'on
ne garde que les types algébriques), soit aux types définis par les for-
mules d’addition des fonctions Ayperelliptiques (et dégénérescences).

Les résultats précédents s’étendent d'ailleurs aux surfaces algé-
briques & n dimensions.

20. L'ensemble des transformations birationnelles d'une surface
forme toujours un groupe G, mais quatre circonstances peuvent, a
priort, se présenter sur lesquelles j'ai attiré 'attention :

1° G peut étre un groupe continu infini, sanssous-groupe continu fini;

2° G peut étre un groupe continu fini ou renfermer un Lel sous-
groupe: : ;

3° G peut étre un groupe discontinu infini;

4° G peut étre un groupe discontinu fini.

Siles cas 2° et 4° sont classiques, on ne connait pas encore d’exemple
du cas 1°. Quant au cas 3°, M. Humbert en a fourni le premier un
exemple dans ses brillantes recherches sur les fonctions abéliennes i
multiplication complexe. Apres la publication de M. Humbert, jai
indiqué [75] des types extrémement simples de surfaces qui pre-
sentent la méme particularité; signalons entre autres les surfaces
(de genre un) :

_r—x 1 — .zt . B —gew—g

f=]

=4
- = :? 3 =
= = = gr—e
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La derniere (mais non les deux précédentes) est une dégénéres-
cence de surface de Kummer; le groupe de ses transformations bira-
tionnelles dépend de trois entiers arbitraires.

1. Transformations biuniformes des surfaces. — A inverse des
courbes, les surfaces algébriques peuvent admettre des transforma-
tions biuniformes (') qui ne sont pas birationnelles. Par exemple, les
egalités
(7) r=X, e L ou R il

définissent une transformation biuniforme du plan en lui-méme. Cette
transformation jouit de la propriété que les droites x = const. restent
des droites; mais la combinaison de deux transformations telles
que (7), soit

&= & e, ry=7 et e, n=Ye",

conduit & une transformation biuniforme qui ne laisse algéhrique
aucune courbe algébrique.

Jai divisé, d'apres cela [39, 55, 63], les transformations biuni-
formes en deux classes, suivant qu'il existe ou non une famille de
courbes algébriques qui reste algébrique dans la transformation; je
couviens de dire que la transformation est semi-transcendante dans le
premier cas, essentiellement biuniforme dans le second.

Tai pu faire une théorie compléte des transformations semi-trans-
cendantes. I'ai montré que, si deux surfaces se correspondent par une
transformation biuniforme semi-transcendante (mais non biration-
nelle), chacune des surfaces correspond birationnellement & un
cylindre ou posséde un faisceau linéaire de courbes de genre un. Ces
conditions ne sont pas suffisantes pour que la transformation existe ;
mais je les ai complétées algébriquement, et j’ai donné la forme expli-
cute des transformations biuniformes. Par la marche méme de la méthode,
tout revient & étudier successivement les correspondances biration-
nelles entre deux couples de courbes algébriques.

(1) De telles transformations existeraient pour les courbes si 'on considérait des fone-
tions uniformes affectées de lignes singuliéres. Je me limite, pour les surfaces, bien que

celle restriction soit trop étroite, aux transformations telles que leurs singularilés trans-
cendantes forment sur chaque surface une courbe algébrique.

Notice sur les travaux scientifiques - page 40 sur 130

AT |


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x045x10&p=40

BRI Sante

—_—

J'ai insisté notamment sur les surfaces qui admettent un groupe
continu de transformations biuniformes. Les surfaces qui possedent
un faisceau linéaire de courbes elliptiques correspondant i une trans-
formation birationnelle continue sont particulierement intéressantes;
en outre du groupe de transformations rationnelles, elles possedent
une infinité (continue) de transformations biuniformes qui conservent
toutes les intégrales de différentielles totales de premiere espece
attachées a la surface, sauf une seule.

Qu'une transformation binniforme soit ou non semi-lranscendante,
j'ai pu établir qu’elle possede, dans tous les cas, une propriété bien
remarquable : elle conserve les integrales doubles de premiére espece
attachées a la surface transformée.

Nous venons de dire qu’elle ne conserve pas nécessairement les
intégrales de différentielle totale de premiere espece. La raison pro-
fonde de cette différence, c’est que les cyeles générateurs des périodes
sont & deux dimensions pour les intégrales doubles et 4 une seule pour
les différentielles totales.

Une conséquence de ce théoreme, c’est que toute correspondance
biuniforme entre deux surfaces de genre p > 1 est nécessairement semi-
transcendante. Les seules surfaces pour lesquelles la théorie des trans-
formations biuniformes n’est pas achevée sont done les surfaces de
genre zéro ou un.

On pourrait penser que toute transformation essentiellement
biuniforme est la résultante de plusieurs transformations semi-trans-
cendantes. 1l n’en est rien; je I'ai montré par des exemples. J'ai
déterminé notamment toutes les transformations essentiellement bi-
uniformes définies par un systeme quelconque

Pz, y, s)dz+q (x, 7, 5)dy =P (X,Y,2)dX +Q (X, Y, Z) d¥,
Pﬂx:_‘}’: Sldif'l";’n(-rs.?"r .'}d.r:i}t(xl‘f:z)dx_k Q|{X,Y. z} dv;

dont I'intégrale genérale cst uniforme, quon prenne comme
variables @, y, 5 ou X, Y, Z. (Les deux membres de chaque équation
sont des différentielles totales exactes, attachées respectivement aux
deux surfaces.) J'ai obtenu ainsi entre deux certaines surfaces hyper-
elliptiques (de classe différente), entre deux cylindres

y=y{1—z%) (1 — k12?) el Y=y(1—X}) (1 —K*X?),
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entre un tel cylindre et un plan, entre deux plans enfin, des corres-
pondances biuniformes qui ne sauraient s’obtenir par la combinaison de
transformalions semi-transcendantes.

Tous les résultats qui précedent relatifs aux transformations ration-
nelles ou biuniformes des courbes et des surfaces jouent un role
considérable dans la théorie analytique des équations différentielles.

En particulier, les correspondances biuniformes que j'ai signalées
en dernier lieu interviennent dans I'étude d’un certain type d’équa-
tions différentielles du second ordre, & points critiques fixes [équa-
tion (VII) du § 40], quand on regarde I'intégrale comme fonction
des constantes.
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TROISIEME PARTIE.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Théorie analytique des équations différentielles du premier ordre.

22. Pour prolonger dans tout le champ complexe I'étude de I'in-
tégrale générale y(a) d'une équation difféerentielle d'ordre quel-
conque, j’ai pris comme point de départ les théoremes fondamentaux
de Cauchy. J'ai commencé [63, 95] par préciser ces théorémes en
regardant y(2) comme fonction de @ et des conditions initiales x,,
Yoy ¥or Yos ---. Quand &, x,, ¥y, ¥,, ... vavient dans le voisinage de
r=a,x,=a, Yo=0y,=¢, ... (a, b, e, ... désignant des valeurs
de x, ¥, ', ... pour lesquelles I'équation est régulicre), I'intégrale
y=oa(@, @y, ¥4, ¥,s .-.) est une fonction holomorphe de toutes les
variables x, @, o, ¥,, .... De cette simple remarque j'ai déduit une
démonstration intuitive de ce théoréme qui a donné lieu a tant de dis-
cussions et dont I'importance est capitale : « En dehors de I'intégrale
de Cauchy, il n’existe aucune intégrale y(z) de I’équation telle que
y(z) tende vers b, y’' (&) vers ¢, ete., quand  tend vers @ sur un cer-
tain chemin /. » Le chemin £ est d’ailleurs quelconque : il peutadmettre
le point @ comme point asymplote, avoir une longueur infinie, ete. (').

23. Theorémes fondamentaux sur les équations du premier ordre. —
C'est aux équations du premier ordre que j'ai tout d’abord appliqué ces
principes. Considérons une équation
(1) Fiy'. v, @)=p,

oit F est un polynome en y', y, @.

(1) Ce théoréme a é1é critiqué récemment encore par guelques auteurs; dans les
exemples que ces auleurs opposent au théoreme, le point x ne tend pas vers le point e,

mais lantdt s'en approche et tantdt s'en éloigne 4 distance finie un nombre indéfini de fois.
P. 6
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Vai démontré [3, 18, 21, 26, 63] sur ces équations deux théoremes
généraux qui s’énoncent ainsi :

TutontMe 1. — Une intégrale y(z) de (1) ne peut admettre comme
singularités non algébriques qu'un nombre fini de points, qui sont fixes
et se déterminent algébriquement sur 'équation méme.

‘En particulier, tout point transcendant essentiel de y (@) coincide
avec un des points z qui sont poles de y’ quel que soit y.

Tatonine I, — Soita, un point fixe du plan des x distinct des points £,
et soit y = o(z, ¥,, yor @) =4 (w, y, x,) Iintégrale de (1) définie
par les conditions initiales 24, ¥, ¥, [lices par F(y,, ¥y, x,) =0]; la
Sonctiony = U(x, y,, x,) est une fonction algébroide (') de x et de y,
pour x = x,, y, = b, quelle que soit la valeur ( finie ou infinie) de b.

Plus généralement, soient , et & deux points & distincts des point &
et Jun chemin qui joint ces deux points sans rencontrer aucun point &.
L’intégrale étant définie par les conditions initiales @, ¥,, ¥ s, allons
du lzrt)int:?.:,J au point & sur le chemin /, et soit y = {(x, y,, x,) la
valeur de l'intégrale au point d'arrivée . L'expression <, considérée
comme fonction de y,, coincide avec une branche de fonction analy-

tique ¢ (v,) algébroide pour y, = b (quelle que soit la valeur b, finie ou
infinie) (*).

Les théoremes I et II subsistent quand les coefficients du polynome
F en »/, y sont des fonctions de @ non plus algébrigues, mais holo-
morphes dans un certain domaineD. 11 faut alors restreindre les énoncés
précédents au domaine D autrement dit, ne considérer que les points x,
a, (et les chemins /) intérieurs a D.

(') Autrement dit, a 'inlérieur de denx cercles déerits, le premier dans le plan des =
du point x, comme centre, le second dans le plan des ¥, du point & comme centre, la fone-
tion 4 (., yo) a les propriétés d'une fonetion algébrique.

(*) Bi, pour yo = &, l'intégrale y(2) ne présente pas de point critique situé sur /,
l'expression §(y,) est méromorphe pour y¢ = b. Mais quand, y, variant, un point eri-
tique (algébrique) de » (=) traverse /, I'expression ¥(y,) saute d'une branche de la
fonetion ¥ (yo) & une autre branche de la méme fonetion.
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24. Cesdeux théoremes sont 'un et I'autre en défaut dés que ordre
différentiel de I'équation dépasse 1'unité,
C'est ainsi que I'équation
#— .1![2"'!.?'—' “"""ki:']__'_ 1
(2) R (1= 0—=1y")  Aa—y) 1=K~ %)
(4, £*, constantes numériques)

a comme intégrale la fonction

(3) y=snp[llog(Az+B)] (A, B, constantes arbitraires).

Chaque intégrale admet un point essentiel (d’indétermination com-
; i : e A
plete) @ = — <, variable avec I'intégrale considérée.

Dés qu'il existe des singularités transcendantes mobiles, le théo-
reme Il a fortiori n’est plus exact. Mais lors méme que le théoreme |
se trouve vrai pour une équation du second ordre, le théoreme IT peut
étre en défaut, comme il apparait sur 'exemple

]
(4) y«:-*%,
dont I'intégrale est
L r )
y=Jyoen
25. Applications des théorémes précédents. — Indiquons immeédia-

tement quelques conséquences des théoremes I et II.

Tout d’abord, appliqués aux équations a points critiques fixes, ces
théorbmes mettent & 'abri de toute critique les travaux bien connus
de M. Fuchs et de M. Poincaré.

Ces travaux prétaient, en effet, & deux objections bien différentes.
M. Fuchs s’est borné a exprimer que les intégrales y(x) d’une équa-
tion (1) n'ont pas de points critiques algébriques mobiles. 11 n’était
pas prouvé que les équations (1), répondant i ces condilions, eussent
vraiment leurs points eritiques fixes ('); étendue, par exemple, a

(1) La méme objection s'appliquait aux travaux de Briot el Bouquet sur les équations
F(y, ) = o, ainsi qu'd la démonstration directe de I'uniformité de l'intégrale de I'équa-
tion y'2 = (1— y?) (1 — k2y?), telle qu'on I'enseigne d'ordinaire.
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I’équation (2), la méme méthode conduirait a la conclusion erronée
que lintégrale de cette ¢quation est uniforme (quel que soit A). Si
les conditions de M. Fuchs se trouvent suffisantes pour les équations
du premier ordre, « la yraie raison », dit M. Picard ('), « en est dans
le théoréme de M. Painlevé », théoréme I, en vertu duquel tous les
points singuliers non algébriques de (r) sont fixes.

Au contraire, la méthode de M. Poincaré n'introduisait sirement
que des équations & points critiques fixes, mais on pouvait se deman-
der si elle les épuisait toutes. Elle repose, en effet, sur cette remarque
que la fixité des points critiques entraine une correspondance biuni-
Jorme entre les couples (y, y') et (y,, ¥,), valeurs de y(x) et de
y'(z) pour @ et &,. M. Poincaré admettait implicitement que cette
correspondance biuniforme est birationnelle. La chose est vraie, en
vertu du théoreme II, mais appliquée aux équations du deuxieme
ordre, la méme méthode laisserait échapper de nombreuses classes
d’équations i points critiques fixes, telles que I'équation (4), et préci-
sément les plus intéressantes (voir le § 41).

Dans un autre ordre d’idées, le théoreme I m’a permis d’établir, au
sujet des intégrales d’une équation algébrique quelconque du premier
ordre, un théoreme entierement analogue au célebre théoreme de
M. Picard sur les zéros des fonctions entiéres. Soit y () une intégrale
(untforme ou non) de (1) : si, pour une valeur de A, I'égalité y(x) = A
a une infinité de racines, elle en a une infinité, quel que soit A, exception
ctand faite pour un nombre fini de valeurs de A qui se calculent algébri-
quement sur Uéquation différentielle. Le seul cas oi le théorbme n’a pas
lieu de s’appliquer est donc celui o la fonetion () [inverse de y (@)
est une fonction & un nombre limité de branches.

Cest également sur le théoreme I que repose la démonstration de
cetle propriélé des équations (1) (voirle § 7) : « Tout point trans-
cendant essentiel @ =& d'une intégrale y(z) de (1) est un point

- d’indétermination complete ».

Voici une autre conséquence du méme théoreme : moyennant une
transformation =y + aX, les intégrales y(X) de 'équation trans-
formée ne présentent plus de singularités essentielles. Clest la un résultat

(1) Acta mathematica, t. XVII, p. 298 ; 18g3.
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dont I'importance apparait, quand on réfléchit que I'étude des inté-
grales dans le voisinage d'un point transeendant (non essentiel) peut
s'effectuer dans des cas trés nombreux par les méthodes de M. Poin-
caré, et, dans tous les cas, se présente comme beaucoup moins com-
pliquée que si le point est essentiel. Mais la transformation n’est pas
utilisable dans les problemes ot la variable indépendante est donnée.

On trouvera, dans un autre Chapitre (§ 54), une application tres
étendue du théoreme I au domaine réel.

26. De l'tntégrale considérée comme fonction de la constante. Role des
potnts critigues fizes et mobiles. — Afin de pousser plus loin les consé-
quences analytiques des théoremes I et I, j'ai da analyser la double
influence qu’exercent sur l'intégrale les points critiques mobiles et les
points critiques fixes. Dans cet exposé, je me limiterai, pour abvéger,
aux équaltions (algébriques en y’, ) qui sont aussi algébriques en x
ou, du moins, qui ne possédent qu'un nombre limité de points cri-
tiques fixes = £, '

Définissons une intégrale par les conditions initiales @y, y,, ¥,. et
soient y = ¢ (&, ¥4 Yor Zo)s Y1 = 9.(®, ¥4» Yor @, ) deux branches de
cette intégrale qui se permutent entre elles quand z tourne autour
des points critiques mobiles sans tourner (') autour des points critiques

(1) Par définition, le point x, qui déerit un contour fermé C, re tourne pas autour
d'un point donné £, si la variation totale de I'angle w que fait avee une demi-droite fixe
le veeteur Ex, est nulle (quand = parcourt une fois tout le contour C).

Considérons, par exemple, I'équation

. X
Y=z (¥ 1)
qui s'intdégre ainsi :

£
e = — eXe,
X _rﬁ.‘}’o

Chaque intégrale y (z) admet deux points criliques fixes # = o0 elL x == ot un seul
& - :
point eritique mobile r = — J—’“ e~U+yv; deux branches de y () se permutent si = déerit un
0

lacet élémentaire L entourant le point eritique mobile; mais si x tourne autour de I'ori-
gine n fois dans le sens positif avant de parcourir L et » fois dans le sens négatif aprés
I'avoir pareouru, le point 2, quand il a décrit le circuil total, n'a pas tourné autour de
I'origine, et un nombre indéfini de branches se permutent ainsi autour du point critique
mobile.
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Jfizes E. Pour des valeurs numériques @, @, données i @, les deux
expressions

‘P(Er .}":n!.}'ﬂl:;;) = "'!’(E' J“GI ‘r-—'ﬂ)
et 3 i
‘?1(53 Yor Yo xﬂ} = +1(~T’: Yoy 3"0)

sont deux branches de 1 wiNE fonction analytigue y(y,). Au contraire,
si les deux branches y(a), y,(x) de la méme intégrale ne se per-
mutent qu'autour des points critiques fixes, les deux branches ¢ (y,)
et ¥,(y,) appartiennent, en général, & deux fonctions analytiques

distinctes de y,. C'est ce qui apparait sur 'exemple y'= ;L;ﬂ, dont

e ¥ x
Uintégrale esty =y, \/ -

Représentons done par Y (@, Yo, 20), 44 (@, Y01 Xo)s Yo (@, Yoy &), -
les différentes branches de 'intégrale y (@) qui se permutent avec
la premiere autour des points critiques mobiles. Les expressions
Y (@, ¥or o) Yo (2, ¥or @0 )s Ys (2, ¥o,2,), ... coincident avec des
branches d'une certaine fonction analytique y (=, y,, @,). Mais j'ai

mis en lumiére une circonstance bien inattendue : il peut arriver que
ces diverses déterminations n’épuisent pas toutes les branches de la

fonction 7y (, y,,x,) (prolongée analytiquement dans son domaine
d'existence); il peut arriver aussi que certaines branches de cette
fonction 7 (y,) présentent des singularités transcendantes.

1l semble, & premiére vue, qu'il y ait antinomie entre I'existence de
telles singularités et 'énoncé du théoreme 11 : il n’en est rien. Cest
au contraire le théoreme I qui m’a permis d’¢lucider ces curieuses
complications. Elles dépendent des valeurs remarquables X, de y, pour
lesquelles deux branches au moins de Uintégrale y (x) = $ (2, ¥o @)
permutables autour des points critiques mobiles, cessent de se per-
muter : quand y, tend vers Yy, les points mobiles autour desquels les
deux branches de y(«)se permutent tendent vers des points § ou
deviennent indéterminées. Ces valeurs Y, = g (a,) peuvent étre des
points transcendanis (mais non essentiels) de certaines branches de
7 (@, ¥o»,). Si (pour , donné) leur ensemble, dans le plan des y,,
ne comprend pas de ligne, toutes les branches de la fonction analytique
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4.(z, ¥, z,) correspondent aux diverses déterminations (permutables
autour des points critiques mobiles) des intégrales définies par les
conditions initiales @,, ¥,. Quand I'ensemble des points Y, comprend
des lignes, certaines des branches de ¥ («, y,, z,) peuvent définir, en
outre des intégrales précédentes, d’autrcs intégrales y (@) (et méme

une infinité) dont aucune détermination ne prend, pour x = x,, la
valeur y,.

27. Eclairons ce qui précede par des exemples.
L’équation
- fithe &
() My ey
s'integre ainsi :

(6) yer= Ex;yuefu.

Pour les valeurs y,= o et y,= = (et pour celles-la seulement),
deux branches de l'intégrale générale, permutables autour du point
critique mobile, cessent de se permuter; l'unique point critique

mobile & = u?c'f'+”-’ tend vers le point critique fixe x =< quand y,

']
tend vers zéro, et devient indéterminé pour y, = .

Toutes les branches de la fonction y =y ( y,) quedéfinit (6) corres-
pondent aux diverses déterminations de la méme intégrale y (@); cette
fonction ¥ (y,) admet les points y, = o et y, = % comme points trans-
cendants d’espece logarithmique.

Cette équation va nous conduire i un second exemple plus frappant.
Soient 2w, et 2w, les périodes d’une différentielle elliptique de pre-

mitre espece dont le module est X; remplacons, dans (6), « par zjg;
L’'équation ainsi obtenue jouit d'une propriété bien curieuse : 'inté-
grale y (X) définie par les conditions initiales X,, ¥, a ses points cri-
tiques fizes (les points o, 1, %) st ¥, appartient a une certaine région D
du plan, et posséde un point eritique mobile autour duguel deuzx branches
se permutent siy, est pris dans le reste du plan.

La fonction ¥ =73 (X, ¥,, X,) a unc infinité de déterminations
permutables dans le plan y,, et parmi ces déterminations, une ou
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deux seulement (suivant la région ol se trouve y, ) représentent une

intégrale y() dont une branche prend pour X, la valeur y,. Les
autres déterminations représentent une infinité d'intégrales distinctes.
wy (X))
w; (X)
équation dont I'intégrale a ses points critiques fixes ou acquiert une
infinité de déterminations autour des points critiques mobiles, suivant
que y, est pris dans une région du plan ou dans l'autre.

Enfin, si lon remplace, dans (5), @ parla fonction modulaire 3 (X),
on obtient une équation dont I'intégrale y = o(X, y,, X,) est une
fonction de X uniforme ou i deux branches, suivant que y, est choisi
dans une région on 'autre du plan. C'est la un exemple qui paraitra,
je crois, bien remarquable i quiconque prendra la peine d'y réfléchir :
alors que Uintégrale générale y(X) est une fonction de X a une ou a
deux déterminations, celle intégrale est une fonction analytique de la
constante Y, @ un nombre infini de branches (').

On voit que les complications les plus délicates de la théorie des
fonctions se présentent, des le premier ordre, dans I'étude des équa-
tions différentielles. Une prudence minutieuse est nécessaire dans
toutes les questions de cette nature, oii la vraisemblance est loin d’étre
un eritérium de certitude. C'est la raison qui m'a fait consacrer aux
fonctions analytiques et a leurs singularités les travaux que j'ai ana-
lysés dans la premiére Partie.

En remplacant @ dans (5) par z+[ :I, on obtiendrait une

98. Equations dont I'intégrale générale n’acquiert que n détermina-
tions autour des points critigues mobiles, — Un cas particulierement
intéressant [ 18, 21, 26, 63 | est celui o l'intégrale générale n"acquiert
qu'un nombre fini » de déterminations autour des points eritiques
mobiles. J'entends par la qu'une branche quelcongue d'intégrales y(x)
n’est permutable autour des points eritiques mobiles qu'avee (n — 1)
autres branches exactement. Pour certaines intégrales particulieres. ce

(') Cette dernitre singularilé ne peut d'ailleurs se produire quand I'équation (1) est
algébrique en &3 dans ee cas, si l'intégrale y(x) de (1) est une fonetion de = & m branches
au plus, elle acquiert aulour des points critiques mobileg un nombre déterminé n de
valeurs (n = m), nombre qui ne s'abaisse que pour cerlaines inté

grales exceplionnelles
en nombre fini, et elle dépend algébriguement de y,. -
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nombre peut s'abaisser; mais je suppose expressément que ces inté-
grales sont exceptionnelles ('), autrement dit, que leur ensemble est
denombrable.

En m’appuyant sur le théoreme 11, j’ai montré que I'intégrale géné-
rale y = {(a, y,,@,) d'une telle équation est nécessairement une
fonction Avcisrigue de y,. Inversement, d’ailleurs, si y est une fone-
tion algébrique de y,, y(@) ne peut acquériv autour des points eri-
tiques mobiles qu'un nombre fini de déterminations.

En m’appuyant sur ce résultat fondamental, j"ai fait voir que I'équa-
tion considérée se rameéne algéhriquement & une équation i points
critiques fixes. Précisons le mode de réduction en supposant, pour
simplifier un peu les énoncés, que I'équation différentielle soit algé-
brique en .

L'intégrale de I'équation (1) peut s’écrive

(7} YRR (el sttt Ry (2l a @Yy - Ry( 5 502) = o;

avee

(8) Gz 5 &) =,

les R étant rationnels en 2, 5, algébriques en 2, et I'équation du pre-
mier ordre (8) ayant ses points critiques fixes.

Les théoremes, aujourd’hui classiques, de M. Poincaré sur les
équations a points critiques fixes montrent, d’autre part, que I'équa-
tion (8), ou bien s’integre algébriquement {auquel cas y () est algé-
brique], ou bien peut recevoir une des deux formes suivantes :

dsz ds

(9) E}_—:atxj\f{l_zi}p—.k*;’} o E:a(m]:‘—q—b(x}; +e(a).

L’équation (1) est ainsi ramenée explicitement aux quadratures ou
aux équations linéaires et ne saurait définir des transcendantes nou-
velles.

29. Cette conclusion s’applique en particulier aux équations (1)

(1) Jécarte done les équations de I'espéce que jai signalée toul & I'heure, dont linté-
grale, par exemple, est tantdt uniforme, tantdl & deux branches, suivanl que yy est dans
un domaine du plan ou dans un autre. .

P: 7
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dont Uintégrale générale y (x) n'admet dans tout le plan qu'un nombre

fini (soit m) de branches (*). Pour qu'il en soit ainsi, il faut d’abord

que lintégrale générale n'acquitre que n valeurs (n=m) autour des
points critiques mobiles. Cette condition n’est suflisante que si I'équa-
tion (8) s’intégre algébriquement; dans les autres cas, des conditions
transcendantes sont nécessaires. Si I'équation en s coineide avee la
premiere équation (g), il faut que P'intégrale abélienne fa(x)dx
n'ait que deux périodes; si I'équation en = est une équation de Riccati,
il faut que son intégrale = (@) (ou, si I'on veut, U'intégrale de P'équa-
tion linéaire correspondante) soit une fonction i p branches, condi-
tion qui ne saurait, en général, s’exprimer algébriquement.

On voit ressortir la encore la différence essentielle qui sépare les
points critiques fixes et les points critiques mobiles. Admettons, par
exemple, que l'intégrale générale y (x) d'une équation algébrique (1)
soit une fonction & deux branches. Si ces deux branches y, (), v, (x)
se permutent autour des points critiques mobiles, les expressions
3 =Y, 4+ ¥ =y, Yy, vérifient respectivement une équation diffé-
rentielle algébrique dont l'intégrale est uniforme, et I'équation (1)
se raméne algebriquement i celte équation. Si, au contraire, les points
eritiques de y () sont fixes, les mémes expressions sz =y, + y.,
w=y,y, vérifient encore une équation algébrique en z', s (ou en
W, u) a intégrale uniforme, mais ol  figure en général d’une facon
transcendante ; la fonction y (#) ne s'exprime plus algébriquement en
@, 5 (0u enx,u).

30. Une question se posait naturellement : Etant donnée une équa-
tion (1), comment reconnailre si son intégrale générale n’acquiert
qu'un nombre n de valeurs autour des points critiqgues mobiles ?

C’est cette question qui m’a conduit & une étude approfondie des
transformations simplement rationnelles des courbes algébriques
(voir le § 17). Si T'on exprime, en effet, s et s, d'apres (7), en

(1) L'équation (1) étant supposée algébrique en z, il est loisible de poser le probléme
gous cetle forme: « Déterminer les équations (1) dont une intégrale y(x) quelvongue est
aune forction a m branches au plus. » Foir 1a Note de la bag0 A6 :
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Y ¥, x, les égalités

el U T e F=ry, y, x)

sont rationnelles en »', y (et algébriques en @); elles définissent
(pour @ donné) une correspondance rationnelle entre les deux
courbes algébriques (1) et (8). En m'appuyant sur les propriétés de
ces correspondances, j'ai établi ce théoréme (') :

On sait reconnaitre, a Uaide d'un nombre fini d opérations alge-
bn"qws, stlintégrale générale y (x) d'une équation différentielle (alge-
brique) du premier ordre n'acquiert qu'un nombre voxsi n de valeurs
autour des points critiques mobiles.

Quand il en estainsi, un nombre fini d'opérations algébriques permet
d"intégrer I'équation ou de la ramener & une des équations (g).

Mais est-il possible de traiter le méme probleme sans se donner
Uentier n? Les tentatives faites sur les équations F(y’, y) = o qui ne
renferment pas @ explicitement ne donnaient guire lieu de 'espérer.
Comme ces équations ne possedent pas de points critiques fixes, la
question est de décider si leur intégrale y(x) est une fonction a un
nombre fini de branches; elle se traite bien aisément dans I'hypothese
ot y(a) est algébrique; dans I'hypothese ou y () est transcendant,
elle revient & reconnaitre si une certaine différenticlle abélienne n'a
qu'une ou denx périodes. Ce probleme (en dépit des recherches pro-
fondes d’Abel, de Techebycheff, de Zolotaref, d'Halphen, et de tant
d’autres) n'a été résolu jusqu'ici que dans des cas trés particuliers,
qui exigent des recherches de haute Arithmétique. Il était bien vrai-
semblable que les équations ou @ figure présenteraient des compli-
cations plus grandes encore. J'ai pu cependant [23, 24, 63] arriver
au résultat suivant :

{1) La méthode permet également [26, G3, 59] de former explicitement toules les
équations (1) de degré donné en y', y, dont l'intégrale acquiert un nombre donné n de
valeurs autour des points eritiques mobiles. Une circonstance remarquable, ¢'est que le
nombre des fenctions arbitraires de & que renferment les équations cherchées est indé-
pendant de n, tandis que le nombre des constantes arbitraires erolt avee . I'ai traité [59 ]
le probleme dans tous ses détails pour les équations du premier degré en »'; M. A, Cahen
I'a traité ensuile pour les équations du deuxiéme degré (Paris, Thése; 1899).
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Etant donnée une équation differenticlle algébrique du premier ordre,
on sail, @ ('aide d’un nombre fini d'opérations algébriques, reconnaitre
si son intégrale générale est une fonction TRANSCENDANTE qui n’acquier!
gu’un nombre limité (xox voxxe) de valeurs autour des poinls criliques
mobiles, ou bien ramener I équation a une quadrature.

Dans ce dernier cas, la quadrature qui déefinit Pintégrale est une
quadrature de différenticlle totale (algébrique), soit

{10) fl‘{.r,y}a’.cﬂ—(}(w,.y)nfy:{:nnst.

Pour que I'équation soit vraiment de U'espece considérée, il faut et il
suffit que (pour a, quelconque) lintégrale y(¢) de I'équation

dy 1
et

= Qewy)

nait qu'un nombre limité de branches, en sorte que la question posée
serail completement résolue si elle I'était dans ce cas particulier oil
I'équation ne renferme pasx explicitement. Ce dernier eas, au lieu d’étre
plus simple que le cas général, est en réalité un cas singulier qui met
en défant les méthodes du continu et exige U'emploi des méthodes
propres au discontinu.

Je me suis proposé également de reconnaitre si l'intégrale génerale
d’une équation différentielle a'gébrique du premier ordre est une transcen-
dante @ un nombre fini (non donné) de branches. La réponse est la
suivante : « On sait résoudre la question algébriquement ou ramener
I'équation soit & une quadrature (10), soith une équation de Riceati ».
La question serait résolue dans tous les cas si elle Iétait pour les équations
ow x ne figure pas et pour les équations de Riceati,

31. Equations intégrables algébriguement. — Les deux derniers
énonces écartent hypothese ot y(a) serait algéhrique. Néanmoins
les méthodes que j'emploie entrainent d'importantes conséquences
sur les équations (1) intégrables algébriguement.

Tout d'abord, elles suffisent & reconnaitre si I'intégrale est unc
fonetion algébrique a un nombre donné n de branches.

S'il s'agit de traiter le méme probleme sans aucune donnée, voici
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brievement les résultats que j'ai obtenus [17, 20, 26, 63| : La théorie
des (ransformations rationnelles des courbes permet soit de recon-
nailre que I'équation est intégrable algébriquement, soit de U'intégrer
par une quadrature (10), soit enfin d’affirmer qu'une intégrale quel-
conque y(x), si elle est algébrique, se laisse définir par I'intersection
compléte de la surface F(y', y, ) = o avec une surface du faisceau

ey ) =0,

oul g est rationnel en y', v, .

Pour élucider ce dernier cas, j'ai établi une formule trés simple
qui donne le degré des courbes intégrales en fonction du degré de I',
du degré de Uintégrale singuliére et du nomhre de valeurs remar-
quables de la constante (valeurs de C pour lesquelles I'intersection
de F = o et de g = C comprend une courbe multiple). Cette formule
généralise une formule bien connue de M. Darboux relative aux équa-
tions du premier degré. Jointe aux relations que I'équation differen-
tielle entraine entre le degré, la classe, le genre, les intersections,
les singularités des courbes intégrales, elle limite dans des cas tris
étendus, mais non dans tous les cas, le. degré de I'intégrale supposée
algébrique. Ces travaux sont en contact avec des travaux de M. H.
Poincaré et de M. Autonne. Je crois avoir donné les premiers exemples
de limitation du degré de I'intégrale par des considérations de Géomé-
trie énumérative : comme type de tels exemples, je citerai les équa-
tions du premier degré dont tous les noeuds sont dicritiques (') et en
nombre inférieur a g.

La méthode permet aussi [ 13, 26], dans cerlains cas, de trouver les
intégrales algébriques particulieres, notamment toutes les intégrales
rationnelles d une équation du premier degié.

Théorie analytique des équations différentielles d’ordre supérieur.

32. Singularités des systémes différentiels algébrigues. — Les résul-
tats que j'ai obtenus [36, 37, 63] sur les singularités des équations

(1) Un neeud est dieritique quand il ne passe pas par ce nceud une infinité de courbes
intézrales langenles entre elles. i
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différentielles embrassent tous les systemes différentiels algébriques
(4 une ou plusieurs variables indépendantes) dont I'intégrale générale
ne dépend que d'un nombre fint de constantes. lls s'appliquent méme
aux systemes ol les variables indépendantes figurent non pas algé-
briquement, mais sous forme analytique. Pour en donner un apercu,
je me limiterai ici aux systemes

dx dy iz

($) X(z 7,8 Y03 Li#y, )

ot X, Y, Z sont des polynomes en 2, y, = (premiers entre cux);
a désigne la variable indépendante, y el = les fonctions. Je supposerai
qu'on a effectué au préalable sur y et s la transformation homogra-
phique (a deux variables) la plus générale.

Poursuivons l'étude d'une intégrale y(x), z(x)le long d'un cer-
tain chemin L du plan des @, et soit @ le premier point singulier trans-
cendant qu'on rencontre. Ce point peut étre, ou poinl transcendant
ordinaire de y(x) et de z(x), ou point essentiel (voir le § 7) de I'une
au moins des fonctions y(z), s(x). Dans le premier cas, y(x) et z(x)
prennent des valeurs déterminées (finies ou non) pour @ = a; quand
ces valeurs sont finies, X, Y et Z s'annulent poura =a, y=1b, s =c.

Si difficile et si incomplete que soit encore I'étude d'une intégrale
v(x), =(x) dans le voisinage d’un point transcendant ordinaire,
les complications semblent bien plus profondes encore quand le point
singulier est essentiel. Comment s'attaquer, dans le domaine d’un
point @ = a, a une intégrale y(x), z(2) qui devient indéterminée en
ce point? Comment méme décider si de telles intégrales existent ou
non? Les méthodes classiques, dérivées de la doetrine de Ca uchy, n'in-
diquaient aucune voie pour aborder ces problemes. D'autre part, les
exemples les plus simples d’équations différenticlles du second ordre
présentaient des points essentiels mobiles. 1l semblait done & la fois bien
difficile et bien important de découvrir des classes étendues d’équations
differentielles d'ordre supérieur dépourvues de telles singularités.

En approfondissant cette question, je suis arrivé & un résultat inat-
tendu (') : c'est qu'un systéme différentiel (8) (et la chose est vraie

(*) Foir I'Introduction, p. 6.
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pour un systeme différentiel algébrique d'ordre quelconque) n'adme
pas en général de singularités essentielles mobiles. Pour que de telles
singularités existent, il faut que certaines conditions exceptionnelles
soient remplies, sur lesquelles j'insisterai un instant.

33. Vemploierai, pour plus de clarté, le langage géométrique : je
considérerai 2, y, 5 comme les coordonnées complexes d'un point
de I'espace; une intégrale y(a), s(a) de (S) représentera une courbe
gauche qui sera dite courbe intégrale. Celte terminologie adoptée, trois
cas sont & distinguer dans Uétude du systeme S :

Premier cas (cas général). — Les trois surfaces X = o, Y = o,
Z = o se coupent en un nombre fini de points.

Les théoremes [ et 11 énoncés pour les équations du premier ordre
(voirle § 23) et toutes leurs conséquences s'appliquent sans modi-
fication an systeme (S) : en dehors d’'un nombre fini de points
fixes . = E (qui se déterminent algébriquement sur le systeme), les
intégrales y(a), s(2) de (S) ne présentent que des points singu-
liers algébriques. Si un point @ = £ est un point essentiel d'une inté-
grale, £ est un zéro de X, quels que soient y et z.

La valeur (en un point 2 quelconque) de intégrale

}':?(-T:)’m 24 %o ), 33"5‘(5‘%.?’0= S ‘fﬁ}’

définie par les conditions initiales Eyr Yar 540 €5t une fonction algé-
broide de y,, 3, pour y,= b, 5,= ¢ (quels que soient b et c). L'em-
ploi de ce dernier théortme exige les mémes précautions que pour
les équations du premier ordre (§ 26). '

Deuxieme cas. — Les surfaces X = o, Y =0, Z = o ont une ligne
commune, mais il n'existe pas de famille de courbes intégrales planes
et situées dans une famille de plans 2 = const.

Les intégrales y(a), z(«) admettent alors (en général) des points
singuliers transcendants mobiles, mais ces poinls ne sauraient étre
essentiels. Une proposition analogue s’applique aux branches de
fonctions y (), s(a) regardées comme fonctions des constantes y,, 5.

Troisieme cas. — 1l existe une famille de courbes intégrales situées
dans une famille de plans @ = x, (auquel cas les trois surfaces X = o,
Y = 0, Z = o ont Loujours une courbe commune ).
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Cette condition est nécessaire pour que les intégrales présentent les
* » * L] X L]
singularités essentielles mobiles, mais elle n’est pas sullisante. Il faut
encore que cette condition soit remplie intrinséquement : j'entends par
Ia qu'apres une transformation quelconque

y=glz,33), s=h(z,y3),

ol g et h sont algébrigues en y, 3, analytiques en @, le nouveau sys-
teme différentiel doit satisfaire a la méme condition.

Lors méme que la condition est remplie intrinséquement, il peut ne
pas exister de singularités essentielles mobiles.

34. Applications des résultats précédents. — Ces théoremes entrainent
d’importantes conséquences dans la théorie générale des équations
différenticlles; je citerai notamment celle-ci :

Moyennant un changement de variables t = x + ay + b3, les inte-
grales v (t), z(t) du nouveau systéme différentiel n’ont plus de sin-
gularités essentielles mobies. Autrement dit, les singularites essenivelles
disparaissent quand on rapporte les courbes intégrales a des axes quel-
conques. Mais on ne peut employer ce changement de variables dans les
questions oit la variable independante est donnée.

Yai déja signalé, dautre part (§ 7), une propriété des équations du
second ordre qui est une conséquence des généralités précédentes :
« L'intégrale y(a) d'une équation différentielle algébrique du
deuxieme ordre ne peut présenter de points essentiels d'indétermi-
nation tncompléte, en dehors d’un nombre fini de points fixes dont les
aflixes se calculent algébriquement sur I'équation méme ». Quand
I'équation est du troisieme ordre, son intégrale peot admettre des
points mobiles d'indétermination incompléte.

On trouvera enfin dans un autre Chapitre (§ 56) une application des
mémes théoremes au domaine réel. Jen indiquerai des maintenant
une conséquence tres remarquable : Etant donné un systeme différen-
tiel algébrique d’ordre a, soit (8), on sait lui substituer algébrique-
ment un systeme réel d’ordre (22 4 1), soit ("), dont les coefficients
différentiels sont rationnels, ez dont les intégrales ne présentent pas

(dans le champ réel) de singularités essentielles mobiles : Uétude des sin-

gularités mobiles (transcendantes ou esscm‘:.'effes) de (S) est ramence
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algebriguement a Udtude des intégrales réelles du systéme (S') définies
par des conditions initiales qui donnent aux coefficients différentiels la

0
Jorme o

Mais mon principal objet en poursuivant ces recherches était'étude
des équations différentielles dont {'intégrale est uniforme ou n’a qu'un
nombre fini de branches.

Jal donc commencé par compléter les généralités précédentes rela-
tives aux singularités essentielles en ajoutant i la condition énoncée
tout & 'heure dans le troisitme cas une condition nouvelle, condition
nécessatre pour qu'tl existe des singularités essentielles mobiles dans le
voisinage desquelles Utntégrale y (), s(a) sott untforme ou a n branches.

Nous savons déja qu’il doit exister une famille de courbes intégrales
situées dans des plans = const. Soit Q(a, y,z) =0 la surface
qu’elles engendrent (Q est en facteur dans X). La nouvelle condition
est la suivante : apres la transformation

ETJ ﬂ:Q{fer’?::}I =

nl=

le nouveau systeme différentiel en , v, { doitadmetire comme courbes
intégrales les droites = const., { = o.

Il faut que ces denz conditions sotent remplies (et remplies intrinse-
quement) pour que 'intégrale y (x), =(a) puisse présenter, dans un do-
maine D owt elle n’acquiert qu'un nombre fint de branches, des singularitcs
mobiles non algébrigues. Toutefois, si, apres la transformation (T), le
systeme est de la forme

%:G(ﬂ,m), -{%: K{% 0, z),
il peut exister des points essentiels (mobiles) proprement dits, bien
que la premiere condition seule soit remplie : mais c’est Ia un cas de
réduction, ot le systeme équivaut a deux équations successives du
deuxieme ordre.

Au lieu d'un systeme (S), considérons une équation différentielle
algébrique du deuxieme ordre, soit

(E) F(y", v yy2)=0,
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dans laquelle j'admets qu’on ait effectué sur y la transformation homo-
graphique la plus générale. Pour que, dans un domaine ott elle n’admet
que n determinations, Uintégrale y () soul affectée de singularités trans-
cendantes mobiles, il faut : 1° que la fonction algébrigue y"=a(y', y, x),
considérée comme fonction de y, ait au moins un point singulier y = g (x)
indépendant de y'; 2° que, pour y'=®, une au mowns des branches

¥ -
de 2 tende vers une valeur finie ou nulle. 11 faut, de plus, que ces deux
Y

conditions soient remplies intrinséquement : j'entends qu'aprés une
transformation quelconque = g(y', ¥, @), ou g estalgébrique en y’, ¥
etanalytique en @, 'équation en v doit satisfaire aux mémes conditions.

Je conviens de dire que les équations (E) qui répondent i cette
double condition forment la classe singuliere des équations du second
ordre; les autres équations forment la classe genérale. Les systemes
differentiels algébriques d’ordre quelconque comportent une division
analogue.

Equations dont Vintégrale générale est une fonction uniforme
ou 4 » branches.

35. Comme je I'ai indiqué dans I'Introduction, la recherche des trans-
cendantes uniformes définies par les équations différentielles algé-
briques est un probléme qui se trouve posé en fait depuis les travaux
d’Abel et de Jacobi sur I'équation

(j—f_).: (1 =) (1 — k22,

CestI'étude de cette équation qui a engendré la théorie des fonctions
elliptiques et, par extension, celle des fonetions uniformes. Cette der-
niere théorie une fois fondée, il s’agissait moins de construire artifi-
ciellement des transcendantes nouvelles, que de découvrir, parmi
toutes les transcendantes uniformes, celles qui peuvent servir o
intégrer les équations différentielles. La fonction exponentielle, les
fonctions elliptiques étaient les premiers types de telles fonetions : on
ne tarda pas & en découvrir d’autres,  savoir les fonctions abeliennes,
puis 1es intégrales uniformes des équations différentielles lincaires
enfin, les fonctions fuchsiennes ou auwtomorphes, hyperfuchsiennes, ete.
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Mais I'étude de ces nouvelles transcendantes, si importante qu'elle
fit, ne permettait en aucune maniére d'épuiser le probleme qui se
posait des lors naturellement :

Déterminer toutes les équations différenticlles algebriques du premier

ordre, puis du second ordre, puis du troistéme ordre, etc., dont ‘intégrale
genérale est uniforme.

Lorsqu’on approfondit ce probleme, la différence de nature entre les
points critiques fixes et les points critiques mobiles apparait des le pre-
mier ordre (8§ 26 et 29). Pour exprimer que 'intégrale d’une équation
différentielle est uniforme, il faut exprimer d’abord qu’elle n’a pas de
points critiques mobiles; ensuite, qu’elle n'a pas de points eritiques

Jixes. La classe des équations a points critiques fixes se présente ici

d’elle-méme : on sait d’ailleurs 'importance intrinséque de ees équa-
tions, importance qui résulte de leur parenté avec les équations
linéaires. .

Enfin, en méme lemps que les équations a intégrale uniforme, il est
naturel de considérer les équations dont I'intégrale générale est unc
fonction @ un nombre fini de branches. L'étude de ces équations fait
intervenir, comme équations intermédiaires bien remarquables par
clles-mémes, les équations dont Uintégrale générale n’acquiert que n
valeurs autour des points critiques mobiles (voir le § 28).

36. Les équations du premier ordre qui rentrent dans une de ces
catégories se ramenent, nous I'avons vu, aux équaltions linéaires ou aux
quadratures. Pour définir des transcendantes uniformes vraiment nou-
velles, il faut done que I'équation soit au moins du second ordre.

Quand une équation

(E) Flyhy,y,®x)=o0

a ses points eritiques fixes, l'intégrale y = o (2, ¥,, ¥, ¥o» @), définie
par les conditions initiales ¥;, ¥,, Yo» 2, €st une fonction uniforme
des trois quantités y;, ¥,, ¥, liées par la relation algébrique

(Eq) F(y5, ¥ e @) = o

Mais il apparait, sur les exemples les plus simples (§24), que y peut
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atre une fonction soil rationnelle, soit transcendante de y,, y., v, dans
ce dernier cas, y () peut ou non présenter dans le plan des x des sin-
gularités transcendantes mobiles.

Quand y dépend rationnellement de y,, ¥, Y, les relations qui
(pour = el x, donnés) existent entre (y”, ¥, y) d'une part, et
(», ¥y, dautre part, définissent une correspondance birationnelle
entre les surfaces (E) et (E,). La méme correspondance est biuni-
forme si y est une fonction transcendante de y, ¥, ¥,. C'est pourquoi
j'ai di approfondir la théorie des transformations biuntformes des sur-
Saces algébriques (voir § 21).

De méme, quand I'intégrale générale d’une équation (E) n'acquiert
que n déterminations autour des points critiques mobiles, son inté-
grale se laisse mettre [34, 63 | sous la forme

(1) ¥+ Raci (&, 70 Yos Yor 8) 2V . 4= Ry (2, ¥, ¥ir s L) = 0,

oit les R sont des fonctions de @ & points critiques fixes et des fonc-
tions uniformes de y;, y., Yo, qui peuvent étre rationnelles ou transcen-
dantes; dans ce dernier cas, y(a) peut présenter des singularilés essen-
ticlles mobiles.

37. Equations dont Uintégrale est une fonction algébrigue des con-
stantes. — Si, dans (1), les R; sont rationnels en y;, y,, ¥, J'ai
montré [15, 21, 23, 35, 63] qu'il est loisible de donner & I'intégrale la
forme suivante :

(2) Y paalu' 0wy, 2)y* L pe (0T, 0, e, 2) =,
avec
(3) G(u',u',u, x)=0;

I'équation (3) a ses points critiques fixes, et les p sont rationnels en
w'y 'y u et algébriques enz ('). De plus (pour @ donné) u, u' et u”
s'expriment rationnellement en y, ', »” et ces expressions définissent
une correspondance rationnelle entre les surfaces (E) et (3).

(1) Quand l'intégrale est une fonelion transcendante des conslantes, elle n'admet pas,

en général, une telle représentation; chaque coefficient R (z, y5, y4, yo, 7o) de I'équa-

Lion (1) vérifie une équation dilférentielle mT—"‘ =P { R » R 1) transeendante en x, K,

d
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Inversement, si l'intégrale y(2) d'une équation (E) est une fone-
tion algébrique des constantes, elle péul‘. recevoir la forme (2), (3),
olr » esl un certain entier, et elle n'acquiert autour des points cri-
tiques mobiles que n déterminations.

Les transformations rationnelles des surfaces jouent ici le méme
role que les transformations rationnelles des courbes pour les équa-
tions du premier ordre (vour § 30).

C'est la théorie de ces transformations (voir les §8 18 et 19) qui m’a
permis d’¢lucider a fond la nature de 'intégrale y(a) d’une équa-
tion (E) quand cette intégrale renferme algébriquement les deux con-
stantes d'intégration ('), J'ai montré que quatre cas sont alors possibles :

1* Ou bien y(=) est algébrique;

2° Ou bien y(2) s'exprime algébriquement i P'aide de et de deux
fonctions hyperelliptiques ¢ (u, v), 7.(u, v), ol les deux arguments sont
deux intégrales abéliennes en ;

3° Ou bien y(z) s'exprime algébriquement en a, u, v, les fonctions
(), ¢(a) vérifiant respectivement une des équations suivantes :

du - 5 du = ; = =% o T
ﬁ_—ui-f-d(_i,.r} ou -d—x—b(.‘!}l.."{l u?) (1 — k*u?),
v dv et RS e A
—_—— e — 4 fiq — ot N
P P M +e(x) oun i cla)yixt—w?)(1—xtp?)

(b, ¢ fonctions algébriques de @; a fonction algébrique de ¢, 2; £ el x
constantes numériques);
4° Ou bien y(x)s'exprime algébriquement en (x,u,u’), udésignant
la dérivée logarilhmique;i de l'intégrale s d’une équation linéaire homo-
gene du troisieme ordre
" 4 alx)s'+ b(x)s=o0 (a, b algébriques en x ).

L'équation (E), dans ces qualre cas, se ramene aux equations linéatres
ou aux quadratures, et son intégrale est une combinaison explictie de
transcendantes connues.

(1) M. Picard avait déji résolu la question quand l'intégrale renferme rationnellement

Yoy 7%s Yo, et quand, en outre, la surface F (3*,2",7,x) = o est de genre p > 1, O pos-
sdde deux différentielles totales de premiére espece.
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La méthode que j'ai employée permel aussi de reconnaitre dans des
cas extrémement étendus si une équation (E) donnée est de l'espice
studiée. Dans tous les cas, elle suffit & résoudre, & 'aide d’un nombre
fini d'opérations algébriques, le méme probleme, quand on se donne le
nombre maximum n de branches de Uintégrale y(x) qui se permutent
autour des poinis critiques fives : elle apprend notamment & recon-
naitre, moyennant un nombre fini d'opérations, si I'intégrale géne-
vale de I’é:;ualion (E) est une fonetion algébrique de x & n branches,

Vinsisterai sur le probleme particulierement intéressant : Etant
donnée une équation (E), reconnaiire si son intégrale y(x) est une
fonction rationnelle des constantes y ., y,, ¥o-

Ce probleme, qui est résolu d'apres ce qui précede, présente des
complications qu’on ne rencontrait pas dans le cas du premier ordre. On
le concoit aussitot en se limitant aux équations (E) du premier degré
en y" : toute correspondance birationnelle entre deux quantités indé-
pendantes y el y, est nécessairement homographique; au contraire,
une correspondance birationnelle entre deux couples de variables
(¥, ') et (¥,.y,) peut étre une transformation de Cremona de degré
quelconque. C'est dans la limitation du degré de la correspondance
entre (y, ') et (¥,,¥,) que réside toute la difficulté de la question.

Les résultats énoneés dans ce paragraphe s'élendent 4 tous les sys-
témes différentiels dont U'intégrale générale dépend d’un nombre fini de
constantes et les renferme algebriguement. De tels systemes sont néces-
sairement algébriques par rapport aux fonctions inconnues et i leurs
dérivées, mais les variables indépendantes y peuvent figurer analyti-
quement.

38. Jusqu'ici, la distinction que j'ai établie entre les équations (E)
de la classe générale et de la classe singulicre n'a joué aucun role.

Quand on la fait intervenir, la conclusion a laquelle on arrive
|37, 63] est bien simple :

Sé l'intégrale d’une équation (E) n'acquiert que n valewrs autour
des points criliques mobiles, cette :n;r-’gm!e es5i uneﬁmgnhn a{gﬁbr{gue o

transcendante des constantes y,, y, suivant que U'équation (E) est de
la classe générale ou de la classe singulicre.
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D'apreés cela, quand une équation donnée (E) appartient & la classe
genérale, un nombre fini d’opérations algébriques permet de recon-
naitre st son intégrale n'acquiert que n déterminations autour des
points critiques mobiles (n étant donné).

Ceci suppose toutefois que la terminologie adoptée i propos du pre-
mier ordre soit strictement appliquée ici : les équations que nous
considérons sont celles dont une intégrale quelconque acquiert exacte-
ment n déterminations autour des points critiques mobiles ; ce nombre
ne s'abaisse que pour des intégrales particulieres exceptionneiles, je
veux dire : formant une ensemble dénombrable.

Mais 1l est loisible, pour les équations du deuxieme ordre, d’en-
tendre le mot exceptionnelles dans un sens plus large, et de dire que les
intégrales en question sont exceptionnelles quand, pour une valeur
numérique arbitraire donnée a une quelcongue des deuax constantes, elles
forment un ensemble dénombrable. Admettons cette définition: 'inté-
grale d'une équation (E), si elle n’acquiert que » branches autour des
points critiques mobiles, se laisse toujours mettre sous la forme (1);
lorsque I'équation est de la classe generale, les R, ne peuvent avoir
d’autres singularités mobiles que des poles; mais ce peuvent étre des
fonctions uniformes transcendantes de y,, v, y,, qui présentent comme
singularités essentielles les valeurs des constantes pour lesquelles deux
branches d’intégrale, permutables autour des points critiques mobiles,
cessent de se permuter. Cette remarque ne concerne évidemment pas
les équations a points critiques fixes.

C’est le dernier sens, le plus large ('), que j'adopterai dans ce qui
suit.

39. Equations dont U'intégrale est une fonction a n branches qui ren-

Jerme les constantes sous forme transcendante. — 11 §’agit maintenant

d’¢lucider le cas ou, 'intégrale étant mise sous la forme (1), les R,
sont des fonctions uniformes transcendantes de v, y., v,.

(') Si I'on posait la question ainsi : Etudier les équations (E) dont les intégrales
acquigrent aux plus n valeurs autour des points eriliques mobiles, on introduirail ces
équations (analogues 4 celles que j'ai signalées, p. 48, dans le eas du premier ordre) dont
une intégrale acquiert tantdt n, lanlbt »' valeurs, suivant les régions oli se Lrouvent les

conslantes yq, 7. Pour ces équalions, lintégrale peut étre uno fonction de y5, 2o & un
nombre infini de branches.
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Quelles que soient les constantes qu'on substitue & y;, y,, I'inté-
grale y(«) ne deviendra jamais une fonction algébrique des deux
constantes. Mais il peut arriver que, moyennant un choix convenable
des constantes, y(z) renferme algcbriquement une de ces constantes. Je
conviens de dire, dans ce cas, que l'intégrale est une fonction semi-
transcendante des conslantes. Si, au contraire, l'intégrale est une fone-
tion transcendante de 'une et de I"autre constante, de quelque maniere
quon les choisisse, I'intégrale est dite fonctwon essentiellement trans-
cendante des deux constantes.

Ceci posé, jai démontré [63] qu'une équation (E), dont l'inteé-
grale y(x) est une fonction semi-transcendante des constantes, équi-
vaut i une combinaison de deux équations du premier ordre

(4) H(y, b x)=0 K{t, t,z)=o,

H et K étant algébriques. Pour que I'intégrale de I'équation (E) n'ac-
quiere autour des points critiques mobiles qu’'un nombre fini de
valeurs, il faut qu’il en soit de méme pour les intégrales de chaque
equation (4). Il suit de la que y s’exprime algébriquement en @, u, v,
les fonctions u(a), ¢() vérifiant respectivement une des équations

:_-!;'j—: = —u+alrxr,v) ou ;{_I; —r (.‘.!T. ‘?}\"rml—-—-,ﬁ;;ﬂ'].
}%:—;:1 + 4'1{..1‘) on {:_;;:b{"l'")\"’l;l—-i”}{l—;,_1;-2],

| a est algébrique en &, ¢; b en &; £ et » sont des constantes numeé-
riques,  moins que b==o, et que k=v=y,].

Toute équation (E) dont Uintégrale générale n’acquiert autour des
points critiques mobiles que n déterminations et renferme les constantes
sous forme semi-transcendante, se raméne donc aux équations linéaires
et aux quadratures; son intégrale est une combinaison explicite de
transcendantes connues. Seules les équations dont I'intégrale est une

Jonction essentiellement (transcendante des deux constantes peuvent

engendrer des transcendantes nouvelles.

Remarquons que, si I'équation (E) a ses points critiques fixes, la
correspondance biuniforme qui existe (pour 2 et 2, donnés) entre les
surfaces (E) et (E,) est semi-transcendante ou essentiellement
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biuniforme, suivant que U'intégrale est elle-méme une fonction semi-
transcendante ou essenticllement transcendante des deux constantes.

On congoit des lors [39, 40, 63] la relation étroite qui existe entre
la recherche des équations du second ordre qu'integrent des trans-
cendantes uniformes nouvelles et I'élude des transformations essentiel-
lement biuniformes des surfaces algébriques.

Les théoremes du § 21 montrent [55] que si le genre de la surface
F = o, pour x donné, est plus grand que 1, Uintégrale ne peut avotr ses
points critiques fixes sans étre une fonction algébrique ou semi-transcen-
dante des constantes.

Pour définir & la fois des fonctions uniformes nouvelles et des
correspondances essentiellement biuniformes entre surfaces, le premier
probleme qui se posait était de déterminer, parmi les équations (E)
résolues en y”, celles qui ont leurs points critiques fixes.

Equations 4 points critiques fixes du second ordre
et du premier degré.

40. Parmi les équations
(e) Y'=R0 y,2),

ou R est rationnel en »’, y, @, était-il possible de découvrir toutes
les équations & points critiques fixes? Pour les raisons que j'ai données
dans I'Introduction (p. 4), il n’y avait pas lieu de I'espérer.

Le géometre qui avait publié sur ce sujet les travaux les plus im-
portants, M. Picard, s’était attaché¢ surtout aux équations (e) ot @ ne
Jigure pas. Sa méthode consistait & exprimer que l'intégrale ne pré-
sente pas de points critiques algébriques, non plus que des points
transcendants d'une certaine espéce. Quand ces conditions étaient
remplies, M. Picard convenait de dire que I'intégrale est i apparence
untforme. Mais I'intégrale était-elle vraiment uniforme? Des exemples
tres simples montraient qu’il n’en était rien. D’autre part, on ne con-
cevaitaucun moyen de compléter ces conditions('). Comment exprimer,

(1) Jajoute que ees condilions n'élaient Glablies que moyennant certaines hypothéses
simplificatrices faites sur I'équation (e). Il n'élait done pas certain qu'elles fussent
nécessaires. Enfin, elles ne limitaient point le degré de It en y, et n'indiquaient d’aueune
maniére qu'une Lelle limitation fit possible.

P. 9
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en offet, qu’il n'existe pas de singularités essentielles mobiles, ou, s'il
en existe, qu’elles ne sont pas eritiques? Les sculs cas ou I'on pit
affirmer I'uniformité de intégrale étaient ceux ot les conditions trou-
vées entrainent (comme dans le probleme de M™¢ Kowaleski) I'inté-
gration de I’équation différentielle, et ol cette intégration méme met
en évidence l'uniformité de I'intégrale. C'est pourquoi M. Picard, dans
les derniers Mémoires qu'il ait consacrés i la question, arrivait i cette
conclusion : « Les conditions pour que I'intégrale soit uniforme sont
transcendantes : il est impossible, en général, de les former ('). »

Je suis parvenu cependant [38, 76 i 81, 86, 87, 96, 99] & résoudre
complétement le probleme, et méme un probleme plus général : j’a/
determiné toutes les équations a points critiques fizes de la forme

i T
{f} ::_;; :P(%) Y, X)y

. X d 1y e . .
ot p est rationnel en d_;:' algébrique en Y, analytique en X.

Il m'a fallu pour cela constituer une double méthode qui répondit &
ce double objet : 1° former des conditions nécessaires (nouvelles) pour
qu'une équation (/) ait ses points critiques fixes; 2° décider si ces
conditions sont ou non suffisantes.

Les résultats sont tellement simples et précis que je les donnerai
explicitement.

Considérons le Tableau suivant (ot «, 3, v, 3, ¢ désignent des con-
stantes numériques) :

(1) Y'=—3yy—y'+e(z) ou y=
(11} ;”:—2_yy‘+a(a:).
() y'=ap+By+(yz+d)y+(e2+x) (y8=3ae).

L

» u .

(1IV) .?‘”:%,-— +[a(x)y+ ﬂjf—}]y’ﬂ-a“(x}y—b“{a:).

y'= L +ﬂ'($)£ + oy [a(a)d 4]y — a'(
(V) ¥, L Y *

(6=o0o0u1, e=oour).

(1) Compues rendus, 1. CXIV, p. 13105 juin 18g2.
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B, gt

A s ]
(VI) e Moyt B) + ek (?,r’+ 1—,)-

perllum o

=t —.._-.—| +a(zx)y' + bl‘_.ﬁ.‘:‘}\m

" .

(VII) P 7
P fd pynr s i in (iw période quelconque \ ]
[ 1Y — &'y — &5 A=o ou = e
Y |
{"’vlll:} ,l(_‘[_ 1 ] .1!(3.-_,_!) (& =
a i 3:--y+,_3,_5>+21.($_|)U,_m]—a(:r}v’P

[P=y(y-—1)(y—a2)].

Les équations de ce Tableau ont leurs points critiques fixes; toutes
les équations a points critiques fixes de la forme ( f) s'obtiennent soit en
effectuant sur ces huit équations la transformation la plus générale

Y:?Efﬁr}r X:TI{.:?J,

dans laquelle | et ¢ sont analytiques en @ el ¢ rationnel en y [ou en y et

VP pour les types (V11) et (VII1)]; soit en effectuant sur I'équation (1)
(oth & =y =& = o, B = 6) la transformation

Y =uis &) ;:":;::—';:‘:, X=U=z);

Y. () est une intégrale particulicre quelconque de (111), o est rationnel

en z et analytique, ainsi que [, en .

41. Parmi ces équations, celles dont I'intégrale renferme algébri-
quement les deux constantes correspondent soit au type (1), soit au
type (III) ot & = f§ = o (équations linéaires du second ordre) ('); les
équations dont I'intégrale est une fonction essenticlleent transcen-
dante des deux constantes correspondent soit au type (III) (oi «, 3 ne
sont pas nuls tous deux non plus que ¥, €), soit.au type (VI) (ot «, y
ne sont pas nuls tous deux non plus que f, 8), soit au type (VIII).
Pour toutes les autres équations, I'intégrale est une fonction semu-

(1) Celte double classe d’équations est la seule que mettrait en évidence la méthode
de M. Poincaré étendue du premier ordre aux équations (fn
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transcendante des constantes et dépend de quadratures combinées ou
non avec une équation de Riccati. Enfin, les seules équations (/)&
points eritiques fixes, dont I'intégrale présente des singularités trans-
cendantes mobiles, se ramenent au type intégrable (VII) (oli 4 52 0); ces
singularités sont des points essentiels isolés.

La méthode permet aussi de former explicitement toutes les équa-
tions ( /), a points eriliques fixes, ol le coefficient différentiel ¢ est
assujetli & une des conditions suivantes :

1° p est rationnel en Yy, Y et analytique en X

2° o est rationnel en Yy, algébrique en Y, X;

3° p est rationnel en Yy, Y et indépendant de X ( probleme de M. Pi-
card), ou encore g (indépendant de X et rationnel en Yy) est algeé-
brique en Y.

Dans ce troisieme cas, les équations considérées sont toutes inté-
grables.

Jairésolu également le probleme inverse des précédents, qui consiste
a décider si une équation (/) donnée a ses points critiques fixes.
D'une facon précise, étant donnée une équation ( [) ou p est rationnel
en Yy, Y el algebrique en X, on sait reconnaitre, a 'aide d'un nombre
finv d’opérations algébriques trés simples et vratment praticables, si elle a
ses poinls critiques fizes. Le théoreme subsiste si p est rationnel en Y,
et algébrigue en Y, X, mais comporte toutefois un cas d’exception :
dans ce cas, on sait ramener |'équation donnée & une équation (VII)
ol A est une constante différente de zéro (équation intégrable); pour
(que cette équation ait vraiment ses points critiques fixes, il faut que

2 IT v .
la condition transcendante ) == “= soit remplie.
fi}

42. Transcendantes uniformes nouvelles engendrées par une équa-
tion (f). — D'apres ce qui précede, parmi toutes les équations i points
critiques fixes de la forme (/') oi1 p est rationnel en Yy et algébrique en
Y, X, les seules qui puissent engendrer des transcendantes nouvelles
sont réductibles 4 I'équation (VIIT) ou aux équations (I11), (VI) (dans
lesquelles o et B ne sont pas nuls & la fois). La transformation de
passage entre I'équation donnée (/) et le type réduit peut s’ écrire

Y:?[;}',X}, mti()i),
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si le type réduit est (VIII) ou (III); et
Y=10(y,X); ex=1I{X),

st le type réduit est (VI); @ est rationnel en y et algébrique, ainsi que l,
en X. '

L'intégrale de I'équation (VIIT) se laisse mettre sous une forme
simple. Représentons par y = A, (u) la fonction elliptique définie par

I'égalité
f“' dy
W= ,
o Vy(r—n(y—=,)

la transformation y = A, (w) raméne (VII1) a I'équation linéaire

plp e - —=a(xz)
&(x—1) ho(e—1) ™ :

dont l'intégrale générale est u = u,(z) + C o (x) + C,o,(x), si v,
et w, désignent les périodes de A(u) et C,, C, deux constantes arbi-
traires. Les transcendantes définies par (VIIIT) ne sont done pas vraiment
nouvelles, quand on regarde comme connue la fonction snpu des deux
variables w et k*. Mais la correspondance essentiellement biuniforme que
I'intégrale de (VIII) définit (pour @ et @, donnés) entre les deux
eylindres de I'espace y, s, ¢

s=y(y—1(r—2z), sB=r(re—1)(r—x)

est extrémement intéressante (vour § 21).
Pour ce qui est des types (IIT) et (VI), leur intégrale y(x) est une

fonction de & méromorphe dans tout le plan. On peut ramener d'ailleurs

ces équations i trois types canoniques plus réduits

(IX) Y=yt
(X) y'=ayl+ay +a,
y'* - S d
(XI) y"=?+{9“[5¢_}"+{3}+9“(‘f‘j3—|— })
( y=—1, d=1, o, 5 quelconques,
ou y=-—1, d=m0o, B=iy a quelconque, !
lgu T d=o0 g—=—1, -|3:I. ]

L'intégrale de ces équations étant méromorphe, il est bien évident
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qu'elle est représentable par un quotient de fonctions entiéres. Mais ce
que j'ai montré (et qui était loin d’étre évident) c'est quon peut
choisir ces fonctions enticres de maniere qu'elles vérifient une équation
différentielle algébrique (trés simple) du trotisieme ordre. Ces fonctions,
entitres en @, sont également entiéres en @, y,, y, pour (1X) et (X);
pour I'équation (XI), elles sont encore enticres en x,, y,, mais elles
admettent y, = o comme point essentiel; si I'on pose y, = e*, elles sont
entitres en x,, 5,, ¥,. Quand on les développe suivant les puissances
croissantes de (z — @,), les coefficients de ces développements sont
des polynomes en x,, y,, ¥, pour (IX) et (X), en &%, y,, T—II“J ¥,

o

pour (XI), et ils se ealculent par dérivations successives. Ces dévelop-
pements convergent dans-tout le champ des @, x,, v,, ¥, et I'intégrale

¥(x) est représentée par le quotient de deux tels développements. Les

cquations (IX), (X) et (XI) se trouvent ainsi intégrées, au sens moderne
du mot.

La correspondance essentiellement biuniforme que 'intégrale de (1X)
ou de (X) établit entre les couples (v, ') et (¥, »,) est remar-
quable : les fonctions y et y' de y,, ¥, ne prennent nulle part la

forme E (ainsi qu'il arrive aux points-bases d’une substitution de Cre-
mona ), mais elles sont meromorphes (et non rationnelles) en y, et y,.
Voici comment s'effectue la représentation des intégrales des équa-
tions (1X), (X) et (XI) a I'aide de fonetions entieres :
Pour I'équation (1X), on pose

J;"l
e — e — L £ 2
=% a 3y ai-u}" ”_cjn’.x’

-
=

la fonction u(a) est une fonction enticre qui vérifie I'équation

oL ]
r'

— +23% 23—z =o, ol = —
2 i
et I'on a
ut— "
g i
Pour l'équation (X), on pose
s=y'—yt—azyt—aay, = efzdz, v=uy;
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R, & [
les fonctions u, ¢ sont des fonctions enticres qui vérifient le systéme
wn'— w't 4+ pl=o, (e — v’ Y= b a0+ (200 + u')1d,
et I'on a

£

y==

i

De plus, soient 25, =5 — ¥, 23,= 2 -+ ¥; les fonctions &, = &= 4*,
u, = e’ sont deux fonctions entiéres qui vérifient respectivement une
équation du troisieme ordre trés simple, etl’on a

r r
u i

0= Uy, v=(uyu,— ' tty), y=-=—--1
ity

Pour I'équation (X1), on pose

:,lt:'r—ri -+ (_3 —yy“)e"“-t—ﬂe"(g ma‘y);
puis

enfin
U= gi=dn, fi=—"gl e

les fonctions u, ¢ sont des fonctions enticres qui vérifient les équations

@ ou't veT (yety
——— = — / == & |
i i i 7

o e we* [de*u B
v Pt ¢ v

On peut remplacer une des équations précédentes par I'équation

r

! AN ] t 1t [ i ¥
ity ¢ u 2z &
AN aes =i 0 — = Y — N —— - o:
(P——u)—np Bl S i) ﬁv = ;

; L
v est alors représenté par le quotient -
Enfin, si I'on pose
25, =35 — YeT, 25, =35+ ye",
[ . ex
:!.Z,:Z—}-, 22-,:.5_1_?

et
iy = efndx, y = ef%dx, =l hadr, gy — el fpdl
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les fonetions u,, s, ¢,, s sont des fonctions enticres qui vérifient res-
pectivement une équation différentielle du troisiéme ordre, et 1'on a
i : St
=l iy, ¢ = ¥ Vs, e:y:%:—g—:: %Z%:'—':—_:*-

43. Irréductibilité des nouvelles transcendantes. — Mais les nouvelles
transcendantes ainsi définies n’étaient-elles pas réductibles aux
transcendantes connues? C'était la une question qu'il importait de
trancher.

Appelons, pour abréger, fonctions classigues les fonctions algé-
briques, les fonctions abéliennes (et dégénérescences) et les intégrales
des équations différentielles linéaires algébriques. Embrassons aussi,
parmi les fonetions classiques, les combinaisons explicites de telles
transcendantes : j'entends par li les fonctions obtenues en remplacant
dans une fonction classique (par exemple dans une fonction abélienne )
les arguments par des fonctions classiques de nouvelles variables (par
exemple par des quadratures en x), et ainsi de suite. Cetle termino-
logie admise, j'ai démontré que ehaque fonction méromorphe définie
par les équations (IX), (X) et (XI) est une transcendante distincte des
transcendantes classiques.

Cette discussion m’a conduit a introduire [63, 96] une définition
extrémement précise de I'trréductibilité d’une équation différentielle.
Je ne puis entrer ici dans les détails de cette définition. Je me borne a
indiquer qu’elle s'impose et que les théorémes que j'en ai déduits
doivent jouer un role dans toutes les questions oy, parmi les variables,
il en est une qui est imposée comme variable indépendante et les autres
comme fonctions. C'est cette définition, d’ailleurs, qu'on a adoptée au
fond dans I'étude de la réductibilité des équations linéuires. Mais il est
clair qu'une équation, irréductible au sens dont je parle, peut cesser de
I'étre si I'on donne au mot réductible une signification plus large. Par
exemple, les équations du troisitme ordre qui définissent les fonctions
fuchsiennnes sont irréductibles, i mon sens, et leurs intégrales sont
des transcendantes uniformes vraiment nouvelles, quoiqu'une quel-
conque de ces équations soit équivalente 3 une équation de Riccati;

mais cette équivalence exige que I'on permute le role de la fonction
et de la variable.
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De méme, I'équation (VIII) (qui peut servir & définir la fonetion sn
regardée comme fonction de son module) est irréductible, au sens que
je donne & ce mot, bien qu'elle possede deux intégrales premieres
définies par des quadratures et par une équation linéaire du deuxieme
ordre. Mais il en est tout autrement pour les équations (IX), (X)
et (XI). La théorie des groupes ne fournit aucun moyen de les intégrer
par une combinaison (si enchevétrée qu’elle soit) d’équations liné-
aires, de quadratures ou d’équations de premier ordre.

T'ai insisté, dans I'Introduction, sur le caractere essentiellement
nouveau de ce résultat. Depuis la fondation du Caleul intégral, toutes
les équations qu’on a réussi a intégrer (au sens le plus large du terme)
sont réductibles 4 des combinaisons d’équations linéaires ou de qua-
dratures. Les fonctions automorphes elles-mémes, je viens de le rap-
peler, n’échappent pas & cette remarque. Les éguations (I1X), (X)
et (XI) constituent donc le premier exemple connu d’équations qui se
trouvent intégrées a Uaide des principes de la théorie des fonctions, sans
qu'on sache les ramener d'aucune maniére a une combinaison d’équations
lincaires et de quadratures.

Quant au degré de généralité des équations qu’intégrent les nou-
velles transcendantes, on s’en rend compte si l'on remarque que parmi

les équations :

i Sty G

&x-i ---II (ﬁ} Y, X),
oit P est un polynome en Y', Y, algébrique en X, celles qui sont ré-
ductibles algébriquement soit a I'équation (IX), soit & I'équation (X)
ot o est donné, forment respectivement une classe aussi étendue que
les équations linéaires, non homogenes, du deuxieme ordre.

44. Equations différentielles quelconques a points critiques fizes. —
La méthode que j'ai employée s’applique aussi bien [76 4 80, 907 aux
¢quations
(F) Py, @) =0,
algébriques en y", ¥, v, « etde degré donné en y”. Jai abordé la for-
mation des équations (F) & points critiques fixes, ot P estdu deuxiéme
degré en y".

Sans avoir achevé I'énumération de tous les types, ce qui n’est
P. 10
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d'ailleurs qu'une question de patience, j'ai réussi déja 4 mettre en
évidence certaines équations dont I'intégrale générale estune fonction
méromorphe nouvelle, irréductible aux transcendantes méromorphes
quengendrent les équations du premier degré en y”.

Quand on passe des équations du second & celles du trowsiéme ovdre,
il convient de distinguer entre les deux parties de la méthode. La pre-
mitre (recherche des conditions récessaires pour que les points cri-
tiques soient fixes) s'étend d'elle-méme aux systemes différentiels
d’ordre quelconque; la seconde (dont I'objet est de reconnaitre si ces
conditions sont suffisantes) présente des complications qui croissent
avec l'ordre différentiel.

Je crois devoir insister sur la simplicité et la fécondité de la premiére
partie de la méthode. Elle fournit, presque sans calcul [91, 92, 96],
des renseignements extrémement précis sur les équations algébriques
d’ordre quelconque ¢

ll{y(q’]’ y{q—i,‘, o .},r, ¥y .Z'}: o
(P désignant un polynome). C'est ainsi qu’elle limite immédiatement
le degré de P en y-" et y'7=* en fonction du degré de P en y'9, Elle
introduit, de la facon la plus naturelle, une notion fondamentale, la
notion de simplifice d’une équation P = o. Je définirai cette simplifice

- pour une dquation du troisicme ordre résolue en y".

Soit done
Y =Ry ®)

une équation ol R est rationnel en y”, y/, algébrique en y, . Pour que
I'équation ait ses points critiques fixes, voici les conditions les plus
simples qui doivent étre remplies :

1° R est nécessairement un polynome du deuxitme degré au plus
en y”
(1) Y'=Ay"4+ By + (.

2° La fraction rationnelle A de y' est de la forme

P

y+a F+b " yre

on a, b, ¢ sont des fonctions algébriques de y, x, et «, B, v certains
nombres commensurables qui peuvent étre nuls,
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3° Les fractions rationnelles B, C de y' n'ont que des poles simples

qui coincident nécessairement avec ceux de A, et les expressions L7

5
restent finies pour y' = . Le degré de R en y" et ¥ est ainsi limité.

On peut, en outre, écrire

|

I

-

Y

(e +2)

i T B=y'[Ay, 2)+ea], C=y"[p(y, ) +e),

= A I
g, £, &, tendent vers zéro avec 575

I B o
@ =1——nentier + ou — mais == — 1, ou n = .
4° Convenons d'appeler simplifice de I'équation (1) I'équation

: " NS o vt
(2) Y -—('*;)?+Mﬁma)y:¥+9(.}a Zy) ¥
Cette équation dott avoir son intégrale uniforme.

Ce qui fait I'intérét de cette simplifice (2), c’est que les propriétés et
les singularités de I'équation (1) s’y refletent en quelque sorte en sy
affaiblissant. Toute équation (2) se raméne, moyennant une quadra-
ture, 4 une équation linéaire; d'une fagon précise, elle équivaut au
systeme
o d*u

S —1=1{J’eﬂ‘n)%+(!+ﬁ)ﬂf% 'I'ﬂ)""

(3 Foo

Il m'a done fallu résoudre ce probleme préliminaire qui n’était pas
sans difficulté : Déterminer tous les cas ot les fonctions y(a) définies
par un systéme (3) sont uniformes. Pour n= — 2 et A=o, les fonctions
uniformes définies par un systeme (3) constituent la classe des fone-
tions automorphes : ¢'est le cas le plus intéressant; dans les autres cas,
les fonctions y(x) sont des dégénérescences de fonctions automorphes
ou des combinaisons de telles dégénérescences.

Quant aux relations qui existent entre une équation (r) i pointss
critiques fixes et sa simplifiée, sans les avoir approfondies encore dans
le détail, je puis résumer ainsi 'impression que m’en donnent mes pre-
mitres recherches : Les méthodes employées pour le second ordre suf-
firont i déterminer toutes les équations (1) dont I'intégrale n’a comme
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singularités mobiles que des poles; pour ce qui €st des équations (1)
i points critiques fixes, mais & singularités essentielles mobiles, il est
probable (au moins dés que ces singularités sont un peu compliquées)
qu'elles se raménent au second ordre ou bien que leur intégrale se
déduit aisément de celle de la simplifiée, par des quadratures, par
exemple, ou par 'intermédiaire d’une équation linéaire. La plus grave
difficulté qu’entraine I'élévation de l'ordre, & savoir I'apparition de
singularités essentielles mobiles (formant des ensembles parfaits, des
lignes, etc.) se trouverait ainsi surmontée, grice aux connaissances
que nous possédons sur les fonctions automorphes. Quoi qu'il en soit
de ces prévisions, les résultats dbs maintenant acquis sullisent d meltre
en évidence le role primordial que sont appelés 3 jouer, dans I'étude
systéematique des équations différentielles i intégrale uniforme, les
travaux de M. Poincaré sur les fonctions fuchsiennes et kleinéennes.

45. Voici donc un admirable champ de recherches ouvert désor-

~mais a l'activité des géometres: la formation directe et I'étude com-

plete de toutes les équations du troisibme ordre i intégrale uniforme
exigera vraisemblablement de longues années, mais c’est la un pro-
bleme dont nous prévoyons des maintenant la solution, alors que le
méme probleme relatif au second ordre semblait, il y a pen de temps
encore, devoir étre définitivement abandonné.

Il est naturel de se demander quel role sont destinées i jouer, dans
la théorie des fonctions, les nouvelles transcendantes que j'ai décous
vertes et celles qu'on est appelé i découvrir par les mémes voies. Si
I'on réfléchit que toutes les transcendantes usuelles [la fonetion T et
la fonetion C(s) de Riemann exceptées] intégrent des équations dilfé-
renticlles algébriques, on concoit aussitot combien il est invraisem-
blable qu'on se trouve avoir ¢puisé, parmi toutes les transcendantes
uniformes qu’engendrent les équations différenticlles, celles qui sont
dignes d'intérét. Mais il est invraisemblable aussi que la plupart de

. ces transcendantes possedent 4 la fois (comme les fonctions ellip-

tiques, fuchsiennes, etc.) plusieurs propriétés exactes et simples
(telles que la périodicite, la représentation par des intégrales définies
ou par des séries ¢lémentaires, etc.). C'est bien plutot au point de
vue approzumatif, j'entends an point de vue de la croissance pour

Notice sur les travaux scientifiques - page 78 sur 130


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x045x10&p=78

SEIT Sante

M | e

@ =, du genre, de la disposition des zéros, etc., qu'on aura chance
d’étudier avec fruit les nouvelles transcendantes entieres et d’en aper-
cevoir certains caracteres qui soient susceptibles d’une application
efficace  la théorie générale des fonetions. Dans ce mode de recherches,
la méthode qui m’a permis de mettre en évidence les nouvelles trans-
cendantes méromorphes fournit dés maintenant de trés précieuses
indications. Je citerai comme exemple ce théoreme : Si y(x) est une
wntegrale d'une des équations (1X) ou (X), léquation y(x) = A a une
infinité de racines quel que soit A (fini ou infini). La fréquence de ces
ractnes pour x = o est la méme quel que soit A.

Mais, quel que doive étre par la suite 'intérét intrinséque des nou-
velles transcendantes, le résultat auquel j"attache le plus d’importance
et qui est acquis, c’est la découverte de types d’équations différen-
tielles essentiellement nouveaux, intégrables par des fonctions méro-
morphes. '

Je passe maintenant aux relations assez inattendues que j'ai décou-
vertes entre les équations a points critiques fixes et certaines théories
analytiques.

Applications de la théorie des équations 4 points critiques fixes.

46. Du role des équations ¢ points critiques fizes dans la recherche des
intégrales premieres des systémes différentiels.

Considérons un systeme (S) de (m + n) équations différentielles
(algébriques) du premier ordre ('), portant sur les (m 4+ n +1) va-
riables 2, ,, ..., T €LYy, -+, ¥, 1l nous est loisible de supposer les
coelficients différentiels de ce systeme exprimés rationnellement en
fonction des @, y et d’une irrationnelle z = f(x, @\, ... £, ¥(, ..oy ¥n)-

Ceci posé, cherchons a déterminer les intégrales premiéres de ce sys-
1€me ALGEBRIQUES €1 ¥, Yas - «+» Ya €t analyliques en x, x,, ..., x,. 1|
suffit, comme il est bien connu, de considérer les intégrales rationnelles
ER Yy Vay v ovs Vs 5

(1) Ce qui va suivre s'appliquerait a tout systéme différentiel (algébrique) a plusicu.r.?
variables indépendantes, mais dont I'intégrale générale ne dépend que d'un nombre fini
de conslantes. '
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Admettons d'abord que le systéme (S) ne posséde pas d'integrale pre-
iniére, F(2,2,, . ... #,) = const., indépendante des .

Le théoreme fondamental que j'ai établi [62, 64, 74] s’énonce alors
ainsi :

Toutes les intégrales premicres de S rationnelles et de degré donné en
Vs cons Yur % 50U R( Y4y oo s Yne 50 &, T4y «vey &y ) = CONSL., nE dé-
pendent que d’un nombre fini de constantes. De plus, les singularités
non polaires de R dans le champ des z,@,, ..., ®,, sont fives (indépen-
dantes des constantes) et données par une cerlaine relation alge-
brigue H(x, 2,y ..., ,) = 0.

1l suit de la que le caleul de ces intégrales dépend d'un certain
systeme différentiel (algébrique) dont non seulement les points eri-
tiques, mais toutes les singularités non polaires sont fizes.

Par exemple, une équation différentielle du second ordre, qui admet
des intégrales premieres algébriques en ¥, se raméne soit & une équa-
tion & points critiques fixes, soit & une équation du premier ordre
dont les coefficients dépendent d’une équation de Riceati ou d'une
quadrature.

Quand le systeme S admet des intégrales premigres
F(z,%; ..., @n) = const.,

les intégrales premieres R = const., rationnelles et de degré donné
eny,, ..., ¥n 5, dépendent, quand il en existe, de fonctions arbi-
traires. Une fois calculées les intégrales F-= const., la détermination
des intégrales R = const. ne dépend plus que d’un systeme différentiel
dont les seules singularités mobiles sont ses poles.

47. Vinsiste sur certaines conséquences assez paradoxales de ce
théoreme. Si le systeme S n’admet qu’une intégrale premiere (') algé-
hriun €N ¥y, «++y Yur celte intégrale est donnée par une équation
de Riccati ou par une guadrature quand elle dépend effectivement
des ¥ quand elle est indépendante des y, elle est donnée par une
equation du premier ordre qui peut étre de nature quelconque.

| (') On ne regarde pas comme distinetes deux intégrales premiéres dont I'une est fone-
tion de l'autre. 2
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Plagons-nous dans le cas ou il n’existe pas d'intégrale premidre
F(x, @y, ...,2,) = const. Le systeme différenticl & points critiques
fixes dont dépendent les intégrales premibtres R = const. peut, a
priort, étre de la classe génerale ou de la classe singulicre; autrement
dit, R peut renfermer ses constantes sous forme algébrigue ou trans-
cendante. 11 est deux cas ot les constantes figurent & coup sir algébri-
quement : d"abord quand il n’existe pas deux intégrales R distinctes
de degré donné; ensuite quand le groupe de variables , a,, .., ,, se
réduit a Punique variable 2.

Aulicu d’intégrales rationnelles considérons des intégrales uniformes
par rapport & ¥y, ««vy ¥ay 5y S0It (Y5 oy Yur 5, @y, oo o, Ty ) = CONSL.
Si le systeme (S ) n’admet pas d’intégrale premiere indépendante desy,
J'al montré que les singularites eritiques de ¢ dans le champ de x sont
Jizes (mais non les singularités essentielles). :

Quand on substitue aux intégrales premieres une équation intégrale
vationnelle en ¥, .. ¥ 8, S0IL RO Y00 Y 85 200« -0s @) =0,
les propositions précédentes sont en défaut; R peut présenter, dans
le champ des @, des singularités quelconques. Prenons comme exemple
le systeme

dzy - dy =

) W A

toutes les égalités y — ¢(@,2,) = o, déduites de I'équation de Clai-
raut la plus générale xzy — @, = F(y), sont des équations intégrales
de (s) rationnelles en y.

Vai pu néanmoins établir sur la nature des singularités de ces
équations intégrales R = o quelques propositions précises qui
m’ont été tres utiles dans I'étude des équations du second ordre a
points critiques fixes et surtout dans la recherche des intégrales pre-
mikres des équations de la Dynamique. I'y reviendrai & propos de ces
dernieres équations (voir le § 59).

48. Equations différentielles spéciales. — Parmi les nombreuses ap-
plications analytiques des propositions précédentes, je citerai [44, 62]
I'étude des équations djfférentielles d’ordre n.dont U'intégrale peut se meltre
sous la forme

QI} P(clrcll"lcﬂixlf}zo
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ot P est un polynome par rapport aux constantes Cyy oo os Gy analytique
en @, y. Ces équations renferment en particulier des équations
(voir § 37) dont l'intégrale y(a) est une fonction algébrique des
constantes.

En m’appuyant sur le théoreme général du § 46, j'ai montré que
l'intégration d'une telle équation se raméne toujours a celle d’'un systéme
différentiel dont toutes les singularités non polaires sont fives.

Ce systeme peut étre de la classe générale ou de la classe singuliére.
Il sera sirement de la classe générale et se ramenera par suite aux
quadratures ou aux équations linéaires si, moyennant une transfor-
mation effectuée sur les variables 2, y, Uintégrale générale y(x) de
I’équation donnée peut étre rendue algébrique.

C'est ce qui a lieu notamment pour les équations du second ordre
dont Uintégrale peut s’écrire

Cifila,y) + Cufs(z,y) + fi(z,¥) = 0;

I'intégration d’une telle équation équivaut i celle d'une équation
linéaire (résultat connu).

Soit donnée, d’apres cela, une équation différentielle algébrique dont
I'intégrale se laisse mettre sous laforme (1), ot P désigne un polynome de
degré donné en C,, ..., C,, dont les coefficients sont des fonctions quel-
conques de x, y. L'équation de Kummer, par exemple, rentre dans
cette classe. Proposons-nous de reconnaitre si l'in tégrale geénerale d'une
telle équation donnée (&) est algébrigue.

La réponse est la suivante : « On sait résoudre le probleme & I'aide
d'un nombre fini d’opérations ou bien on ramene I'équation soit aux
quadratures, soit aux équations linéaires. »

Quand I'équation est ramenée aux quadratures, toute la question est
de savoir si deux certains systemes d'intégrales abéliennes ont les
mémes systemes (primitifs ou non) de périodes. Quand I'équation est
ramenée a une équation linéaire, il reste i décider si celte équa-
tion s'integre algébriquement. Ce probleme, nous I'allons voir, se
traite algébriquement, ou bien 'on raméne I"équation i une quadrature.
I?‘c}l'.l cette conclusion : « On sait, & I'aide d'un nombre fini d’opéra-
tions, reconnaitre si I'équation (&) s'integre algébriquement, ou
ramener I'équation aux quadratures. »
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49. Equations linéaires. — Le probleme de I'intégration algébrique
des équations linéaires et homogenes du deuxieme ordre i coefficients
rationnels, soit (E), a fait 'objet de travaux considérables dont les
conclusions se résument ainsi : Etant donnée une équation (E), on sait, @
Uaide d’un nombre fini d’opérations, reconnaltre si son intégrale est alge-
brique ou ramener I'équation a une quadrature ¢”*#4%; i| reste i décider,
dans ce dernier cas, si cette quadrature estalgébrique. En m’appuyant
sur les théoremes fondamentaux de M. Jordan, je suis arrivé [4, 5,7, 8]
au méme résultat pour une équation linéaire d'ordre quelconque a coeffi-
ctents algebrigues. Laméthode que j'emploie est presque intuitive et exige
le minimum de calculs. Elle permet également de déterminer toutes les
intégrales particuliéres y(a) algébriques ou dont la dérivée logarith-
mique est algébrique; d’une fagon plus précise, si I'on pose 5 = z,
elle détermine, a I'aide d'un nombre fini d’opérations, toutes les inté-
grales algébriques de I'équation en s.

Yai traité également la question inverse : Former, par exemple,
toutes les équations linéaires et homogeénes du troisiéme ordre a coefficients
rationnels dont U'intégrale générale est algebrigue. J'ai donné une solu-
tion explicite du problome en introduisant certains invariants du groupe
projectif, ou figurent les rapports de trois intégrales, invariants qui
généralisent 'invariant de M. Schwarz relatifa la transformation homo-
graphique. Cette méthode correspond exactement i I'élégante mé-
thode par laquelle M. F. Klein a résolu la méme question pour le
deuxieme ordre. Il restait 3 calculer numériquement ces invariants
pour chaque groupe projectif discontinu fini & trois variables homo-
genes. C'est ce qu'a fait, dans un intéressant travail, M. Boulanger ('),
qui s’est aussi servi de ces invariants pour traiter la premitre question
et limiter le degré de l'intégrale supposée algébrique quand on se
donne I'équation.

Vajoute que le probleme de la transformation, I"équation de Kum-
mer et toutes les questions qui s’y rattachent, se généralisent, par celte
voie, de la facon la plus naturelle.

Jai étendu [3, 8] tous ces résultats aux systemes d’équations aux
dérivées partielles dont I'intégrale dépend linéairement d’un nombre

(') Thése; Paris, 1898. Journal de I'Ecole Polytechnique; 1898.
P 11
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fini de constantes. La théorie prend une forme particulierement élé-
gante pour les systemes dont I'intégrale peut s'écrire

5= Cyfi(z, ) + Cofs( 2, y)+ Cofs (@, );

les invariants correspondants avaient été déji considérés par M. R.
Liouville & un point de vue tout différent, puis par M. Goursat.

Enfin, j’ai étudié [44, 63] les systemes d’équations différentielles qui
généralisent 'équation de Riccati; j'ai montré notamment leur équiva-
lence rigoureuse avec une équation linéaire. C'est ainsi que I'équation
de Riceati, qu'on peut toujours ramener algébriquement & la forme

(€) Yy +ri+a(z)=o,
est équivalente a 'équation ‘
(E) s'+alx)s=o0;

il
car on a non seulement y = =, mais encore

ty

el (Y2 —¥3)
i {fz_.?’l]'(}":l_)'t]

. 1 Fa—¥s
’ il"on e TRy
1 Fa=¥i

(3]

Yi» Y2y ¥, désignant trois solutions de (e), et 5, 5, deux solutions

de (E). Cette remarque bien simple, qui n’a pas été faite jusqu'ici &
ma connaissance, montre que, si I'équation (e) s'integre algébrique-
ment, il en est de méme de I'équation (E). Elle subsiste pour les sys-
temes différeptiels d’ordre quelconque qui généralisent I'équation de
Riceati.

50. Relations entre les équations différentielles & points critiques fizes
et la théorie des groupes continus. — La théorie des fonctions m’avait
déja mis en contact avec celle des groupes. Cest ainsi que j'avais été
amené i former tous les groupes continus finis algébriques (§19) et
leurs sous-groupes infinis discontinus (§16); je viens de dire, d’autre
part, le role que j'ai fait jouer, dans I'étude des équations linéaires, a
certains invariants du groupe projectif. Mais la maniere dont les équa-
tions & points critiques fixes interviennent dans la théorie des groupes
me parait beaucoup plus remarquable.

Je considere, dans I'espace & (n + 1) dimensions, une surface algé-
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brique qui dépend d’un paramétre 2, soit la surface

s':fls ooy Yoy Yuagy .I-‘:l_—"'O,

et je suppose qu'elle admet un groupe fini continu de transformations
hirationnelles

) Y;:I{;(yl,,-.,yn,_r',”,,a:,a,b,...,f} Ci=T,90. i 1)
Xe—rrz! '

ol les R, sont rationnels en y,, ..., y,., et renferment analytiquement

@ et les constantes a, b, ..., /. Le théoreme que j’ai établi [93, 9]
s'énonce ainsi : :

.Les R;, regardes comme fonctions de x, n’ont comme stngularités mo-
biles (variables avec lesa, b, . . ., l) que des pdles.

Ceci sapplique en particulier lorsque la sarface S se réduit au plan

Yu+r = 0 et que le groupe considéré est, par suite, un groupe de trans-

formations de Cremona.
Plus généralement, considérons un groupe continu fini de la forme

Yif:Pt":,j"h seen Ve iy dy "‘)? !f) {d""‘:l!%! "')“)!

r
() CE

ol les g; sont algébriques en y,, ..., , et dépendent analytiquement
de @ et des constantes absolues a, b, ..., I Les fonctions p;, regardées
comme fonctions de @, n’ont comme singularités mobiles que des piles ou
des points critiques algébriques et n’acquicrent, autour des points critiques
mobiles, qu’un nombre fini de valeurs.

51. Je suppose maintenant qu'un systeme différentiel quelconque
d’ :
0 Ye— fu P+ er Y 0) (f =Euttonl)

admet un groupe continu transittf de transformations telles que (G):
le systéme a toutes ses singularités (non polaires) fizes.

Si le systeme admet un groupe transitif tel que (T'), il se ramene
algébriquement & un systeme dont les points critiques et les points
transcendants sont fixes.
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On serait tenté de croire, & premiere vue, d’aprés la nature des
aroupes G et T', que I'intégrale d'un tel systeme doive renfermer algé-
briquement ses constantes. Il n’en est rien. Il suffit, pour le voir, de
considérer la fonction

y =380/ 4 Gy, + Cyo4)
=k aw(x), 20.:(x) périodes de sn,;
h const. numérique; C, et C, const. arbitraires.

Cette fonction vérifie une équation différentielle algébrique du
second ordre qui se déduit aussitot de I'équation (VIII, § 41) et qui
admet le groupe de transformations (i deux paramétres a, b)

Y_Jrcnxm]nzu + V(1 —*) (1 — zy*) sn u

1— zy*sniu

(= aw, -+ bm,),

=,

Sil'onposet = /(1 — y*) (1 — &y*), 5 = ', lesrelations ainsi définies
entre y, 3, ¢ et Y, Z, T forment (pour & donné) un groupe de transfor-
mations birationnelles en lui-méme du cylindre (de I'espace y, s, ¢)

e=(1—2") (1—zp*).

I'équation a bien ses points critiques fixes, mais I'intégrale renferme
les deux constantes sous forme essentiellement transcendante, de
quelque maniere qu’on les choisisse.

Tai montré [93, 99] qu'il existe des systemes différentiels analogues
d’ordre quelconque, dont I'intégrale a ses points critiques fixes et ren-
ferme toutes ses constantes sous forme transcendante (de quelque fagon
qu'on les choisisse). Ces systemes définissent les fonctions abeliennes
(et dégénérescences) regardées comme fonetions de leurs modules.

C'est done un probleme qui s’impose que de rechercher toutes les
équations du troisieme ordre qui admettent un groupe continu (G) a
trois paramétres. Cette recherche peut s'effectuer algébriguement, et
lon est certain & I'avance que les équations ainsi trouvées auront
toutes leurs singularités (non polaires) fixes. Il est vrai que, en vertu
de la théorie des groupes, ces équations sont sarement réductibles a
des combinaisons d’équations linéaires et de quadratures; mais cette
réduction n’est pas explicite, elle exige des inversions, et les transcen-

Notice sur les travaux scientifiques - page 86 sur 130


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x045x10&p=86

2RI Sante

e )

dantes ainsi définies pourront étre (comme les fonctions fuchsiennes)
des fonctions uniformes d’un caractere nouveau.

Yajoute que si, dans les équations du groupe (G), on suppose les
R; non plus rationnels, mais uniformes en y,, ..., y,.,, tout ce
qui concerne les points critiques subsiste ; ces points sont donc encore
fixes, mais les singularités transcendantes (non eritiques) peuvent
étre mobiles. 11 serait tres intéressant de former des systemes diffé-
rentiels algébriques (1) admettant un tel groupe transitif de transfor-
mations uniformes. Mais tous ceux que jai obtenusjusqu'ici s'integrent
par des combinaisons de transcendantes banales.

Enfin, j'ai été amené [93] & considérer des groupes d’une nature un
peu plus générale que les groupes (G) et (T'), h savoir les groupes con-
tinus finis

YI_'—_:FE(J“h --rryn)-f1al Jbr *-+1!] (szgﬁ, raay n),
X=9(z,ab...,1),

ot les r; sont algébriques en y,, ..., y,, analytiques (ainsi que ¢) en
w ar bl

Les systemes dilférentiels (1) qui admettent un tel groupe transitif
(systemes qui comprennent les équations de définition des fonctions
fuchsiennes) n’ont pas nécessairement leurs points critiques fixes,
mais, une fois intégré un certain systeme d'ordre j (j=3) (qui se
raméne aux équations linéaires et aux quadratures), les fonctions y;
dépendent d’un certain systeme d'ordre (n —j) dont toutes les singu-
larités (non polaires) sont fixes.

52, I'ai appliqué notamment [16, 26, 63] ces considérations aux
équations du premier ordre.
Quand une équation du premier ordre admet un groupe continu

(?) ?=P(J’:¢p¢'}- X:m,

ou r est algébrique en y et analytique en x, @, son intégrale géné-
rale y(«) est sirement une fonction algébrique de la constante y,,
c’est-a-dire que l'intégrale n’acquiert qu'un nombre fini de valeurs
autour des points critiques mobiles. Inversement, quand lintégrale
v(x) d’une équation du premier ordre est une fonction algébrique de
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a fl e
la constante, I'équation, ou bien s'intbgre algébriquement, ou bien
admet un groupe continu (7).
La transformation particuliere

~ A(x)y+Bla)
— C(z)y +D(x)’

(2) Y X=g(z)

m’a été également trés utile dans la formation explicite des équations
du premier ordre dont I'intégrale est une fonetion algébrique de la
constante. A cette transformation, dont j'ai fait une étude complete,
j'ai attaché deux especes d'invariants. Les premiers sont les analogues
des invariants de M. Appell relatifs aux transformations (2) dans
lesquelles Y est non plus homographique, mais linéaire en y; ils
s'obtiennent en faisant disparaitre le plus de termes possible de
I'équation transformée; ils mettent en évidence des cas nombreux
d’intégration, mais leur calcul exige des quadratures, et ils intro-
duisent dans certaines questions des constantes d'intégration para-
sites. Les invariants de la seconde espece se caleulent algébriquement.
Il convient d’employer 'une ou 'autre espice suivant la nature des
problemes. Comme application, j'ai déterminé et intégré toutes les
équations du premier ordre qui admettent une transformation con-
linue (2).

Etude des équations différentielles dans le domaine réel.

33. Intégration quanlitative des équations differentielles dans le do-
maine réeel. — Les résultats généraux que j'ai obtenus sur les équations
differentielles analytiques ne perdent rien de leur importance quand
on se restreint au domaine réel. 1ls contribuent efficacement i 1'inte-
gration quantitative des équations différentielles.

Je considére un systeme différentiel réel

dy;
(8) D=0 o rm®)  li=0 .., 0,

ou la variable indépendante = est donnée (ainsi qu'il arrive en Méca-
: HE e i
nique). L'intégration quantitative de ce systeme consiste : 1° i cal-
s
culer I'intervalle @, < @, < x,, dans lequel Pintégrale y, (o), by
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Yu(@), définie par les conditions initiales réelles y,(z,)=y", ...,
Yal@,) =y, reste continue et bien déterminée; =2° i représenter
I'intégrale avec une approximation indéfinie dans cet intervalle z, 2.,
qui sera dit domaine de régularité de l'intégrale.

[ est bien facile (comme 1'a montré le premier M. Poincaré pour les
équations analytiques) de former des développements de Iintégrale
qui convergent a coup sir dans tout Uintervalle de régufarité, mais il
faut se garder de croire que le probleme de I'intégration quantitative
soit pour cela résolu. Sauf dans des cas tres particuliers, on n’a, en
effet, aucun moyen de déterminer en fait, méme approximativement,
le domaine de convergence de ces développements; on ne sait ni dé-
cider si, pour une valeur de # un peu éloignée de x,, les séries em-
ployées convergent ou divergent, ni caleuler (4 supposer qu’on soit
dans le domaine de convergence ) une limite de 'erreur commise en
arrétant ces séries i un certain terme.

En réalité, la véritable difficulté du probléme quantitatif consiste a
déterminer, avec une approximation indéfinie, le domaine de régularite
de U'tntégrale; ce domaine une fois connu, la méthode qui a permis
de le calculer fournit [60, 63] (de par la nature méme des choses) une
limite supérieure du reste des diverses séries convergentes qui per-
mettent de représenter I'intégrale dans tout le domaine.

54. Deétermination du domaine de régularité des intégrales. — On con-
coit d'apres cela quel intérét il y a & savoir reconnaitre qu’une inté-
grale quelconque d’un systeme (S) ne présente dans un champ réel
¢tendu (par exemple, dans tout le champ) aucune singularité. Pour
fixer les idées, supposons le systeme (S) analytique, et admettons
qu'on ait démontré que l'intégrale générale y,(2), ..., y.(x) ne
présente dans tout le champ réel que des poles; j'ai établi[63, 98] que,
dans ce cas, 'intégrale se laisse représenter dans tout le champ réel par le
quotient de deux séries de polynomes en x, dont les coefficients se calculent
al'aide de z,, ¥!, ..., y) par des dertvations successives. On sait, d'ail-
leurs, calculer une limite supérieure du reste des séries.

Or les méthodes que j'ai développées dans le champ complexe ont
justement pour objet de décider s'il existe ou non des singularités non
polaires de P'intégrale : il suffit de les appliquer au champ réel.
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Pour abréger, je me limiterai aux équations du premier et du second
ordre résolues. Je considére d’abord I'équation

(1) Y =1y 2),
dans laguelle f désigne une fonction uniforme et holomorphe pour x et y
réels et telle que la fonetion 5° f| (;—; a:) soit holomorphe pour s = o et x reel.

Le théoreme I du § 23 (un peu modifié) montre que l'intégrale gé-
nérale de (1) n'a, pour @ réel, que des poles. On sait donc intégrer
quantitativement cetle équation.

Considérons de méme I'équation

(3} J"ﬂ: R {J’r; X ‘T)!

oii R est une fraction rationnelle en y', y, x. La méthode que j'ai em-
ployée pour former les équations i points critiques fixes suffit &
exprimer que l'intégrale de (2) n'a dans le champ réel que des
poles. Restreignons-nous, par exemple, aux équations de la forme

v P(Y,2),
(3) P = nre)
je suppose que P et Q sont deux polynomes réels en y, &, respectivement
de degré p et g en y, et que Q ne s'annule pour aucune valeur réelle
de z, y. Pour que les intégrales réelles de (3) n'aient comme singu-
larités que des poles, il faut d’abord que p soit au plus égal a ¢ + 3. Si
pSg -1, on rentre dans un cas connu ot les intégrales restent conti-
nues quel que soitax. Sip==g+ 2, il faut de plus et il suffit que I'équa-
tion soit réductible par une transformation

Y=A(z)y+plz), X :r.p(.r.}
a la suivante :

" b(X) Y704 b, (X) Y-y,
(N — 2 - )
Vir= 6¥!-+ a(X) 4 S

; Lo a#EX] Fod B 3 L - :
avec la condition — =" + b(X) = o. 8i I'équation donnée ( 3) satisfait

a celte condition (ce que I'on reconnait presque sans caleul), son inté-
gration quantilative est achevée.

Les conditions sont aussi simples quand on a p =g ~+ 3.
Nous avons admis que les équations différentielles sont analytigues;
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celle restriction n'est nullement nécessaire. Il suffit de substituer an
calcul des limites la méthode de Cauchy-Lipchitz pour étendre tous les
résultats aux équations réelles quelconques. Admettons, par exemple,
que, dans I'équation (1), / soit simplement une fonction réelle de «, y,

continae ainsi que % pour @ et y réels; admettons de plus que la

. x I . . A
fonction f,(s, x)= z‘f(;,x) satisfasse aux mémes conditiens : toute

intégrale de I'équation (1) est représentée, quel que sout x, par le quotient
de deux séries uniformément convergentes, dont les termes ne se calculent
plus par des dérivations, mais par des opérations d’approximations.

35. Deéveloppement des intégrales dans le domaine réel. — Le do-
maine de régularité d’une intégrale une fois connu, quelle est la
meilleure représentation qu'on en puisse donner? Pour m'en rendre
compte, j'ai comparé et discuté [82, 83] les diverses méthodes d’ap-
proximations que comportent les équations différentielles, en com-
mencant par la plus élémentaire et la plus naturelle de toutes, la
méthode de Cauchy-Lipehits ('),

J'ai montré que cette méthode permet de retrouver toute propriété
qui résulte d’une queleconque des autres méthodes; mais sa propriété
la plus remarquable, c’est qu'elle converge dans tout le domaine de
régularité de I'intégrale (*).

Pour préciser, prenons une équation de premier ordre

1
() Ei:f{i‘r.?’s:)r

ot /" a une détermination unique en tout point réel de la surface
S{r 0y, 2] —0;

movennant une transformation effectuée sur y, s, il est loisible de

(1) Yai développé cette discussion, ainsi que les propriétés de la mr.éllmde de Cauchy-
Lipchitz et leur application aux équations de la Mécanique, dans une suite de Legons pro-
fessées au Colléze de France (janvier, février 18g97), .mais je n'ai publié cos ré_sultats
qu'en juin 18gg, aprés la Note citée ei-dessous ﬁe M. [f:cnrd. :

(*) M. Picard a appliqué celte propriété an domaing complexe dans une Note des
Comptes rendus (juin 1899).

| 12
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supposer que toutes les sections de cette surface par les plans
2 — const. sont fermées. Enfin, je puis substituer a I'équation (e) le
systeme (compatible avec § =o0)

(=) 0 = f(@, ¥:3) ﬁ:?{*":y:;)-

Vappelle point régulier du systeme (3) tout point M de la surface $
tel qu'en ce point et dans le voisinage, les fonctions ¢ et / soient
continues et aient, par rapport ay eta =, des dérivées premiires con-
tinues; j'appelle point irrégulier du systeme, tout point M, de Squi ne
satisfait pas 4 ces conditions. Enfin, j'appelle ccart de singularité d’un
point quelconque (@, y,s), la distance minima & de ce point aux
points irréguliers M,. Toule intégrale y(x), s(@) du systeme repré-
sente une courbe tracée sur S. Quand a varie de @, a x,, je dirai
que cette intégrale reste réguliére si les fonctions y(x), (&) restent
continues et si la courbe qu'elles représentent ne passe par aucun des
points irréguliers M,. Quand I'intégrale cesse d'étre réguliére pour
x = ax,, en géneral I'intégrale devient discontinue ou mal déterminée.
Cette terminologie admise, j'ai fait voir que la méthode de Cauchy-
Lipchits converge dans tout Uintervalle ou Utniégrale définie par le point
(@4, ¥os 50) €5t réguliére.

Cette propricté et ces définitions subsistent quand le systeme diffe-
rentiel est d’ordre n et porte sur n fonctions y(x), s(x), ...; les
intégrales représententalors des courbes de 'espace & (n + 2) dimen-
sions situées sur une surface [4 (7 + 1) dimensions] de cet espace.

Quand on substitue a la méthode de Cauchy-Lipehitz la méthode
d’approzimations successives de M. Picard, les résultats sont bien dif-
férents : la méthode peut converger quel que soit «, ou, au contraire,
converger seulement dans un intervalle moindre que le diametre de
convergence de la série de Taylor qui représente l'intégrale autour
de z,.

Enfin, si les équations (g) sont analytiques, on peut représenter
I'intégrale dans tout le domaine oi elle est holomorphe, soit a 1'aide
d’un parametre auxiliaire comme le fait M. Poincaré, soit en dévelop-
pant y(@), s(«), ... en séries de polynomes composés linéairement
avee y(2), ¥' (@), -v» et 2(@,), 5(@,), ... Vai dit plus haut (§ 10)
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la relation qui existe entre les premidres séries que j'ai employées
acet effet et les beaux développements de M. Mittag-Leffler.

Mais ces développements analytiques sont d’une formation extréme-
ment compliquée, en sorte que la méthode de Cauchy-Lipchitz appa-
raitcomme la plus simple et aussi comme la plus plastique. 11 convient
de remarquer, en effet, qu'elle peut se combiner heureusement avec
les autres méthodes d’approximations; son principe consiste, comme

on sait, a décomposer l'intervalle fini 2, @ considéré en intervalles de
plus en plus petits; dans chacun de ces intervalles partiels, il est
loisible de remplacer les approximations de Cauchy par des approxima-
tions plus rapides, du moment que l'intervalle est assez petit pour que la
convergence des nouvelles approximations soit assurée. Par exemple,
si 'on applique la méthode de Cauchy-Lipchitz au probleme des trois
corps, il est loisible, dans les intervalles partiels rendus suffisamment
petits, d’employer les développements trigonométriques de la Méca-
nique céleste.

56. Singularités des intégrales dans le domaine réel. — Mais quel que
soit le mode de développement qu'on emploie, ce ne sera jamais que
dans des cas tout & fait exceptionnels que la formation de ce dévelop-
pement permettra de déterminer son intervalle de convergence. Il im-
porte donc de se rendre compte avee précision, par une étude directe
des équations différentielles, des diverses circonstances qui peuvent
interrompre la régularité de I'intégrale.

Si I'intégrale y(x), s(2) ... cesse d’étre réguliere quand x atteint
la valeur ,, deux hypothéses seulement sont possibles: ou bien le
point (@, y, 5, ...) tend vers un point irrégulier (situé sur la courbe
fermée @ =, de S); ou bien y(2), 5(a), ... deviennent discontinues,
c’est-h-dire que le point (2, ¥, 5, ...) ne tend vers aucun point limite
sur S quand 2 tend vers @,. Dans ce dernier cas, la valeur @, est dans
le domaine réel une singularité essentielle de y(x), s(x), . ...

L’existence possible de singularités essentielles dans le domaine
réel semble avoir échappé a l'attention des géomelres. J'en ai appro-
fondi la nature [57, 63]. J'ai montré que quand @ tend vers une telle
valeur @,, 'écart de singularité (§55) du point (z, y, 5, ...) tend vers o;
il suit de la que, dans le cas du premier ordre, les singularités essen-
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tielles coincident nécessairement avec les valeurs fixes 2, telles que le
plan @ = @, coupe S suivant une ligne de points irrégulicrs du sys-
teme. Des que I'ordre difféventiel dépasse 'unité, une valeur @ =z,
quelconque peut étre singularité essentielle de certaines intégrales.
C'est ce qui arrive, par exemple, pour le systeme

% —lsz —:{—; = —uy, o= ut
qui admet les intégrales
1

y=coslog(x —axy), s=sinlog({x — x,), H:u.-r—-r.
Dans le champ réel comme dans le champ complexe, 'existence
possible de telles singularités, que rien ne met en évidence sur les
équations dilférentielles, constitue un des plus graves obstacles qui
s'opposent a I'intégration quantitative dans les problemes oii la variable
indépendante @ est donnée (*). C'est ce qui fait I'intérét de ce théo-
reme :

Quandd les points irréguliers du systéme sont isolés sur la s&'{'ﬁfce S
ou forment sur S des courbes (a une dimension), l'intégrale y(x),
s(@), ... ne saurait présenter de singularités essentielles mobiles. |

Or, en changeant les fonctions sans changer la variable indépen-
dante, on peut toujours satisfaire a la condition du théoréme. Le chan-
gement de fonctions se détermine d'ailleurs tris simplement sur le
systeme différentiel lui-méme. &, par exemple, le systéme est algébrigue,
moyennant un changement algébrigue convenable des fonctions, on est
certain que le nouveau systéme n’a plus, dans le champ réel, de singularités
essentielles mobiles.

C’est en m’appuyant sur ce théoreme que j ' ai ramené (§ 34) I'étude
analytique des singularités essentielles mobiles & Uétude des singularites
transcendantes ordinaires dans le champ réel.

Quand il n’existe aucun point irrégulier sur S, I'intégration quantita-

(1‘) Quand on s’occupe seulement de la forme des eourbes définies par le systeme diffé-
rentiel Eiansli espace Qxys..., il suffit de choisir eonvenablement les plans coordonnés
pour faire disparaitre les singularités essentielles de i), £(8) s
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tive s'effectue aisément dans tout le domaine réel. Quand de tels points
existent, mais ne donnent naissance pour l'intégrale qu’a des singu-
lavités algebriques, — ce que les méthodes que jai développées ont
pour objet de reconnaitre, — on peut caleuler avec une approximation
indéfinie le champ de régularité de I'intégrale qui répond aux condi-
tions initiales données.

57. Résolution imparfaite du probléme quantitatyf. — Quand l'inté-
grale générale présente dans le champ réel des singularités mobiles
(essentielles ou transcendantes), ou quand on est incapable de
démontrer qu'elle n’en présente pas, j'ai pu du moins [82] donner du
probléme quantitatif une sorte de solution imparfaite, mais susceptible
de rendre de réels services. Sous sa forme la plus précise, le théoreme
qui réalise cette quasi-solution s’énonce ainsi :

Soient x,, Yo, 5y, ... des conditions initiales données, x, une valeur
donnée quelconque de x, < et & deux quantités choisies aussi petites qu’on
veut. Aprés un nombre fini d’opérations (nombre dont il est facile de
fixer le maximum a Uavance), on peut calculer l'intégrale y(x),
z(x), ... avec une approximation ¢ (') dans Uintervalle x, x,, ou bien
affirmer que U'écart de singularité du point (x, Yy, s, ...) est devenu,
dans cet intervalle, moindre que c.

Il n’est méme pas nécessaire que les conditions initiales soient
connues exactement, mais seulement avec une approximation
1 (0 < ¢ et < 3). Cette remarque est importante pour les applications.

Ce théoreme est une conséquence bien simple de la méthode de
Cauchy-Lipchitz. 'y reviendrai a propos du probleme des trois corps.

(1) Yentends par la que la distance de la position calculée du point (&, 7, 3, ...) & sa
position exacte est moindre que e, et cela pour toute valeur de = comprise entre &g, Zi.

e G ——
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QUATRIEME PARTIE.

MECANIQUE RATIONNELLE ET MECANIQUE CELESTE.

Intégrales premiéres de la Dynamique.

58. Théorcmes sur les intégrales premicres algébriques par rapport aux
vitesses. — Les propositions générales que j"ai obtenues sur les équa-
tions différentielles, qu'elles embrassent le domaine complexe ou se
vestreignent au domaine réel, comportent de trés nombreunses applica-
tions aux équations de la Mécanique rationnelle. J'indiquerai ici les
plus importantes et, tout d’abord, celles qui se rattachent & la
recherche des intégrales premitres de la Dynamique.

Plusieurs des résultats auxquels je suis parvenu [28, 64] sont relatifs
aux intégrales premieres quelconques. Mais ¢’est surtout aux intégrales
algébriques par rapport awx vilesses que je me suis attaché [64, 74].

On sait le role que jouent ces intégrales dans une foule de pro-
blemes. Elles ont de plus la propriété bien remarquable de garder leur
caractere quand on substitue aux paramétres qui définissent la posi-
tion du systeme matériel d’autres parametres quelconques.

Je me place dans le cas ol les liaisons et les forces sont indépen-
dantes des vitesses et du temps. Le mouvement du systeme matériel est
alors défini par un systeme différentiel

(1) ai=al, oot @0 @a)+ K@y ooy y)  (E2=1,3, 00040),

ol les II; sont des formes quadratiques en @), . . ., 2. Jadmettrai que
les II; et les K; renferment algébriquement les paramétres @, mais il
suffit, pour la suite, que ces derniers figurent analytiquement.

Les intégrales premieres algébriques par rapport aux vitesses se
ramenent aux intégrales rationnelles. Cherchons done & déterminer
les intégrales premieres de (1) rationnelles et de degré donné en

V

o et o, Bt

r
R{ml’ "',x:l; Tyy o uuy &gy b)) = consl,
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Les théoremes généraux du § 46 montrent aussitot [64 ] que ces inté-
grales (si elles existent) dépendent d’un nombre fini de constantes, et
que R ne peut admetire, dans le champ des x, que des singularités po-
laires en dehors des valeurs des @ pour lesquelles les seconds membres
de (1) cessent d'étre réguliers. Ces valeurs sont données par une cer-
taine relation algébrique connue

Gl o) =0,

Les intégrales R = const. se laissent donc définir par un systeme
différentiel ordinaire 4 singulavités (non polaires) fixes. Quand ces
intégrales sont enticres en @, ..., x,, ce dernier systeme est simple-
ment un systeme lnéaire; mais quand elles sont fractionnaires, le sys-
teme en question peut, a priori, étre de la classe générale ou de la
classe singulicre; ¢’est-a-dire que R peut renfermer ses constantes sous
forme algébrigue ou transcendante. Mais quand t ne figure pas dans
U'intégrale, une relation bien remarquable [ 64, 74 ] existe entre les inté-
grales R = const. de (1) et les intégrales du méme systeme sans forces
[ systeme (1) ol les K; sont nuls]. Une fois calculées, en effet, toutes

les intégrales premicres de la formeR (x|, ..., x,; @, ..., x,) = const.
du systéme sans forces, les intégrales analogues de (1) r'exigent plus que
des quadratures, quelles que sotent les forces.

En particulier, si les intégrales R = const. du systeme sans forces
renferment algébriquement leurs constantes, il en est de méme encore

quelles que soient les forces.

59. Cas ou les geodésiques du systéme sont algébriques. — Un cas tres
important est celui ou les géodésigues du systeme (trajectoires qui
correspondent au mouvement sans forces) sont algébrigues; j'ai montré
qu’alors les intégrales

“{"ﬂu S 'I'z'.:i.; Wiy ey g —=const.

du systeme sans forces sont aussi algébriques, et que, par suite, ces

intégrales renferment algeébriquement leurs constantes quelles que

soient les forces; leur détermination dépend d’une équation différen-
tielle linéaire. Enfin, écrivons I'intégrale R ainsi

= P,+=Pry+...

Qm+ Qu-1+.-.
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oit les P, Q; sont des formes de degré i en @), ..., @,; les égalités
P,= 0, Q, = o (qui, dans tous les cas, sont des équations intégrales
du systeme sans forces) sont ici nécessairement algébriques (') en
T,y ...y @, Ces divers théoremes, dont les applications sont illimitées
(application aux systemes de points libres, au corps solide fixé par un
point, ete.), ne se laissent démontrer qu'a I'aide de considérations
fort délicates de la théorie des fonctions. o

C’est ici que commence le role des équations intégrales. Admettons
que, dans le systeme (1) supposé réel, on ait mis (ce qui est toujours
possible) les seconds membres sous forme de fractions rationnelles |
réelles en (2, @,, ..., @, 5), 5 désignant une certaine irrationnelle .

3=0(&y vy Tn)s

Pour que le systeme (1) admette des intégrales fractionnaires ‘
R = const. irréductibles i des intégrales entieves, il faut que le méme
systeme sans forces posside des équations intégrales P = o dont le
premier membre soit homogene et entier en x|, ..., ), rationnel et
réel en @, ..., @,, 3, et ne devienne pas une intégrale premiere quand
on le multiplie par un facteur convenable k(a, ..., @a).

Une étude approfondie [64, 74] des équations intégrales (algébriques
en &, ..., x,) etde leurs singularités dans le champ des z,, ..., @,
m’a donné (en outre de nombreux résultats utiles dans la théorie des

équations différentielles) des regles triés simples pour reconnaitre, : _
une fois I'irrationnelle = donnée, si un systeme (1) sans forces pos- |
sede des équations intégrales de 'espice P = o. : 4

Appliquées au mouvement d'un systeme quelconque de points
libres soumis a des forces qui dépendent rationnellement (ou méme ;

sont fonclions wniformes) des coordonnées, ces regles montrent que

(') Il peul exister des équalions inlégrales algébriques en 2, ..., z, el lranscen-
dantes en xy, ..., x,. 8i, par exemple, on considire le sysléme

gz o cdry
'F S M.-’F:J'L -d{_j e Y{.l‘, Jr:ll

les géodésiques sont les droites du plan, et si I'on appelle u (., y) la fonetion définie par
une relation telle que y — ux = e*, V'égalité transcendante ¥ — wx’= o est une équalion
intégrale du systéme sans forces, Mais Py=0, Qm=o0 ne peavent coincider avec de
telles équations intégrales,
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toute intégrale premiere du mouvement rationnelle par rapport aux
vitesses est une combinaison d’intégrales enticres.

Le mouvement d’un solide fixé par un point préte i une conclusion
analogue. D'une maniere générale, dans la plupart des problemes
naturels o les géodésiques sont algébriques, le grand intérét de la
méthode est de ramener la recherche des intégrales premicres rationnelles
par rapport auz vitesses a celle des intégrales enticres.

Appliquées an probléme des n corps, les mémes considérations mon-
trent [74] que (en dehors des combinaisons des intégrales classiques) il
n'existe aucune intégrale premicre algébrique par rapport aux vitesses,
dumoment que trois au moins des masses ne sont pas nulles. M. Bruns
avait démontré tout différemment un théoreme analogue, mais plus
restreint, en supposant les intégrales algébriques a la fois par rapport
aux vitesses et aux coordonnées.

Les résultats que j'ai obtenus sur les équations intégrales établissent
méme que le probléme des n corps (ot trois au moins des masses ne sont
pas nulles ) ne comporte aucune équation intégrale algebrique par rapport
aux viesses el analyliques en @, ..., x,, ¢ (en dehors de celles qui
sont conséquences des intégrales classiques).

Il suit de la que les conditions pour qu'il y ait choe entre deux des
corps au bout d’un temps fini ne sauraient éire algébriques (comme cer-
tains astronomes étaient enclins a le penser). Elles ne sauraient méme
se traduire par des relations algébriques relativement aux vitesses et
transcendantes relativement aux coordonnées. .

Il est intéressant de noter le role décisif que joue la théorie des
fonctions dans des problemes qui ne semblaient relever que de calculs
inextricables.

60. Intégrales premicres uniformes par rapport auz vilesses. — I'ai
étudié aussi [64] les intégrales premitres qui sont, non plus ration-
nelles, mais uniformes par rapport aux vitesses. Les théorémes géne-
raux du § 47 conduisent aisément & la conclusion suivante :

Ne donnons aux quantités &;, @, tque des valeurs réclles, et admet-
tons qu’une intégrale premiere g (&, «.s @0 @y 100 &y L) = CONSL. 3011
une fonction uniforme des 2° dans le champ réel, et dépende analyti-

quement des ay, . Les singularités critiques de p (dans le chan;p réel)
P, I
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coincident nécessairement avec les valeurs a,, ..., a,, pour lesquelles
le systeme (1) cesse d’étre régulier. Quand, dans I'espa}:e Byy ey @y,
ces points exceptionnels forment un ensemble & (2 — ) dimensions
(> 2),Uintégrale p est nécessairement uniforme dans tout le champ reel
des o', @, L.

Cette derniére remarque s'applique en particulier au probléme des
n corps. Elle entraine [74, 94] cette conclusion qui généralise un
résultat bien connu de M. Poincaré :

Toute intégrale premicre du probléme, uniforme par rapport aux vi-
tesses, est une conséquence des in!égrm’es classiques.

Toutefois, cette proposition n’est établie (contrairement a ce qui
se passait pour le théoreme de M. Bruns) que si on laisse les masses ar-
bitraires : il n’est pas certain qu’elle ne puisse étre en défaut pour des
valeurs particulieres des masses.

Intégration quantitative des équations de la Dynamique.

61. Equations dont U'intégrale générale est uniforme. — 1l est clair
qu’on peut appliquer aux équations de la Dynamique les méthodes d’in-
tégration que j'ai développées pour un systeme différentiel quelconque.

Tout d’abord, on peut étudier [90, 98 | les cas oii I'intégrale générale
d’un systeme (1) est uniforme. C'est ainsi que la méthode que j'ai em-
ployée pour former les équations du second ordre & points critiques
fixes permet de résoudre de la maniere la plus naturelle et la plus
simple le probleme de M™¢ Kowaleski, en lui donnant méme un énoneé
plus général :

Délerminer tous les cas ou le mouvement d'un solide pesant fixé par un
point est defint par des fonctions uniformes de t (*).

Cette généralisation ne conduit d’ailleurs & aucun cas nouveau.
Mais les problemes qu'on réussira & intégrer ainsi seront forcément
exceptionnels. Au contraire, I'intégration quantitative restreinte au

(') M™* Kowaleski suppose les fonetions méromorphes on

» pMus exaclement, wniformes
et doudes de piles. 4
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champ réel pourra s’effectuer [ 60, 61,63 ] pour des classes trés étendues
de problemes. J'en indiquerai quelques-unes.

62. Intégration quantitative et singularités dans le champ réel. — le
considere un systeme matériel S soumis a des liaisons et a des forces
qui sont indépendantes des vitesses et du temps. Le mouvement de
ce systtme est defini par les équations (1), olt je ne suppose
plus les seconds membres analytiques en «,, ..., x,. Ces équa-
tions sont dites régulicres pourx,=a,, ..., x, = a, quand les seconds
membres sont des fonctionsde @, ..., o, i dérivées premibres continues
dans le voisinage de (a,,...,a,). Une position du systeme S est dite
réguliére si, moyennant un choix convenable des parametres @, les
équations du mouvement sont régulieres pour les valeurs des @ qui
correspondent & celte position.

Ceci posé, admettons que toutes les positions possibles de S soient
régulicres et que les forces qui s'exercent sur chaque point restent (') en
valeur absolue (pour toute position de S) infericures a AK (MK* dési-
gnant le moment d’inertie du systéme par rapport a I'origine et A une
certaine constante); le mouvement est régulier, quel que soit t, et
les fonctions x,(¢), x(¢) comportent les diverses représentations in-
diquées au § 55. C'est Ia une classe étendue de problemes qui com-
prend, en particulier, le probleme du corps pesant fixé par un point,
dont M. Picard avait déjh effectué I'intégration quantitative.

Supposons encore qu'il n'ewiste pas de position singuliére du sys-
téme et que, de plus, les forces dérivent d'un potentiel U(,, ..., x,)
ayant une délermination unigue pour loute position de S; si (quelle

que soit la position de S) EI.'I; reste (') en module inférieur a une quan-

tité A, le mouvement est régulier quel que soit t.

Ces deux classes de problemes, intégrables quantitativement dans
le domaine réel, se mettent en évidence de la facon la plus élémen-
taire. Il est clair, d’ailleurs, que les considérations du § 54 permettent
d’en découvrir beaucoup d’autres moins apparentes. Mais une foule

(1) Quand aucun point du systéme ne peut s'éloigner & 'infini, cotte dernidre condition
est loujours remplie,
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de problemes remarquables, le probleme des n corps par exemple,
ne rentrent pas dans une telle catégorie : pour ces problemes, le mou-
vement peut cesser d'étre régulier & un certain instant ¢,. Il importe
donc de prévoir avec une extréme précision les diverses circonstances
qui sont susceptibles d'interrompre le cours normal du mouvement.

Quand ¢ tend vers I'instant ¢,, trois hypotheses sont possibles a
priort :

1° S tend vers une position réguliere, mais les z; ne tendent pas
vers des limites finies;

2 § tend vers une position singuliere ou certains de ses points
s¢loignent indéfiniment;

-3¢ Les points de S ne tendent vers aucune position limite, ni vers
Iinfini.

J'ai montré [ 48] (et ¢'est la un point important) que la premicére kypo-
thése est a rejeter. Mais les deux autres, et notamment la troisieme qui
semble si paradoxale, sont réalisables. Imaginons, par exemple, un
systeme de n points libres (M,, ..., M,) qui s’attirent suivant certaines
lois satisfaisant au principe de I'action et de la réaction, et telles que
la force d’attraction entre deux points devienne (comme pour la loi de
Newton) infinie & distance nulle et nulle 4 distance infinie; on peut
choisir les lois d’attraction de fagon que, ¢ tendant vers¢,, les n points
restent a distance finie et ne tendent vers aucune position limite; si, i
chaque instant ¢, p(¢) désigne la plus petite des distances mutuelles
des n points, ¢(¢) tend bien zéro avec ¢ — ¢,, mais il n’en faut pas
conclure que deux au moins des points viennent se choquer en un
point de I'espace; ce qui arrivera, ¢’est que, pour ¢ trés voisin de ¢,
deux des points, soient M, et M,, seront trés voisins, puis s'écarte-
ront a distance finie tandis que deux autres points seront devenus tres
voisins, et ainsi de suite un nombre indéfini de fois.

63. En signalant pour la premitre fois I'existence de singularités
essentielles dans les questions de Mécanique, j'écrivais (') : '

« On serait, il est vrai, porté i croire que de telles singularités ne
» sauraient se présenter dans les problemes naturels, puisqu’un sys-

(1) Legons de Stockholm, Introduction, p. 20; janvier 1897,
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leme matériel occupe toujours, i un instant déterminé, une position
déterminée. L'argument ne serait fondé que si les formules de la
Dynamique correspondaient rigoureusement i la véalité. A ce compte,
deux points matériels s’attirant sunivant les lois de Newton ne
devraient jamais se rencontrer, parce que la vitesse d’un élément
de matiere ne saurait devenir infinic. Dans ce dernier cas, le para-
doxe se leve aussitot quand on remarque que deux éléments maté-
riels, ayant toujours des dimensions finies, se choqueront avant que
leurs vitesses soient infinies; mais leurs vitesses au moment du
choe seront d’autant plus grandes que leurs dimensions seront plus
petites. C'est une explication du méme genre qui rend compte de
la singularité que je signale; si, pour ¢ = ¢,, les fonetions 2, (¢) qui
définissent la position de S deviennent indéterminées, ¢'esl que S,
avant 'instant ¢,, passe par un état o les hypotheses et lois de
forces, qui ont permis de'mettre le probleme en équations, cessent
d’étre suffisamment exactes; mais S n'atteint cet élat qu'apres une
période d’affolement d’autant plus accentuée que ces hypotheses et
lois sont plus voisines de la réalité.

» 1l 'y a done le plus grand intérét a savoir reconnaitre, sur un sys-
teme d'équations de Lagrange donné, si les singularités de cette
nature existent ou non. Quand on montre qu'elles existent, on met
en évidence la particularité la plus remarquable du mouvement:
quand on montre qu’elles n’existent pas, on est certain de pouyoir
suivre indéfiniment le mouvement de S, au moins tant que S ne
passera pas par une position singuliere. »

Jai donné un certain nombre de théorémes trés précis sur les

singularités ¢=¢, de cette nature, sur le mode d’indétermination
des fonctions x;(¢) dans le voisinage d’une telle valeur #,. Jai
appliqué [61, 63] notamment ces résultats au probléme des n corps.

64. Application au probléme des n corps. — Pour ce probleme, on

sait depuis longtemps (et il est bien aisé de démontrer) que le mou-
vement reste régulier tant que la plus petite (al'instant¢) des distances
mutuelles 7;; des astres du systeme, soit p(z), ne s'annule pas; on.
connait, par suite, une infinité de développements des ;(¢) qui con-

Ve

rgent dans tout l'intervalle de temps ol I'on a e(t)>o. On ad-
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mettait, comme corollaire évident, que le mouvement reste .t'égulier
tant que deux aun moins des corps ne se cﬁo?uen.f{m‘."s. ¢’est-d-dire n’ar-
rivent pas & un instantz, au méme point déterminé rie_ I'espace. Cette
conclusion n’est pas légitime; il cst possible, a priori, que, ¢ tendant
vers ¢,, le systeme ne tende vers aucune position limite et que o(¢)
tende vers zéro sans qu aucune des distances r;; de deux des astres tende
constamment vers séro avec (t —t,).

Pour le cas de tos corps, j'ai fait voir que celle singularité ne sau-
rait se produire; mais, pour le cas de n corps, jai da laisser la
question en suspens ('). Tout ce que J'ai pu établir, ¢’est que, si une
telle singularité ¢=¢, existe, clle provient des croisements de v
des astres entre eux (vZ4), croisements de plus en plus fréquents
quand ¢ lend vers ¢z, et de plus en plus semblables & des choes. Ces
pseudo-choes ont déja été signalés par M. Poincaré comme pouvant
engendrer (pour n>3) des solutions périodiques d’une nature
particuliére.

Il suit de la que la détermination précise des conditions du choc
cquivaudrait @ U'intégration effective du probléme des trots corps, mais
non du probléme des n corps (*). J'ai commencé, comme je I'ai dit,
I’étude de ces conditions; la premitre question qui se posait était de
savoir si ces conditions ne sont pas algébriques; elles sont malheu-
reusement transcendantes (voir § 59); quant 4 leur détermination
approchée, si je possede une méthode applicable au cas ol deux seu-
lement des corps se choquent, je n’ai obtenu jusqu’ici aucun résultat
sur le cas ou trois corps se choguent a la fois. 1l y a la un sujet de
recherches bien important et bien difficile : I'intégration quantitative
parfaite du probleme des trois corps ne peut faire aucun progres tant
qu'on n'aura pas élucidé les conditions du choc simultané des trois

‘corps.

(1) D'apris un lhéurén_m général que jai établi (§ 56), la question se raméne 4 I'étude,
dans le champ réel, des intégrales y,;(¢) d’un certain systéme différentiel algébrique E,

intégrales définies par des conditions initiales xb. .. r? quidonnent aux eselficients diffé-

; o ; .
rentiels la forme = mais ce sysleme I est fort compliqué.

(*) De nouveaux efforts seraient du moins nécessaires

i : pour élablir eette équivalence,
a1 eile est vraie.
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A défaut d'intégration quantitative parfaite, j'ai appliqué du moins
au probleme des n corps I'intégration imparfaite que. j'ai indi-
quée (§ 57) pour un systeme différentiel quelconque. Je suis parvenu
ainsi, comme je 1'ai dit dans I'Introduction, i résoudre ce probléme :

Les conditions initiales du systéme étant données (avec une erreur
moindre que &), calculer, au bout du temps T, la position des astres avec
une approximation e, ou bien décider si, dans U'intervalle, la distance de
deux au moins de ces astres est devenue p fois moindre que leur distance
actuelle.

La méthode de Cauchy-Lipchitz suffit théoriquement a traiter la

question (si grands qu’on se donne T, p et ;—) Mais, dans chaque

intervalle partiel, on peut remplacer les opérations de Cauchy par
les développements classiques en séries trigonométriques de la Mé-
canique céleste; il faut sculement prendre ces intervalles partiels
assez pelits pour que les séries trigonométriques soient conver-
gentes et qu'on connaisse une limite supérieure de leur reste : les
derniers travaux de M. Poincaré permettent de tenir compte de
ces conditions avec une précision parfaite. On arriverait ainsi a
rendre les calculs vraiment praticables, méme en embrassant une trés
longue période de temps.

Etude qualitative du mouvement.

65. Classification des trajectoires réelles. — Vai étudié aussi le mou-
vement d'un systéme matériel au point de vue que M. Poincaré appelle
qualitatif (périodicité du mouvement, stabilité ou instabilité de I'équi-
libre, ete.).

Vai développé, tout d’abord [43, 48], une classification des trajec-
toires réelles d’un systeme matériel S soumis a des liaisons et a des
forces qui ne dépendent ni des vitesses ni du temps.

Je considere les n pavamitres (2, «.., 2,) qui définissent la posi-
tion de S comme les coordonnées d'un point de I'espace a n dimen-
sions; toute trajectoire réelle du systéme est représentée par une
courbe de cet espace. Ces courbes dépendent de (22 —1) constantes,
4 moins que toutes les forces ne soient nulles : auquel cas les trajec-
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toires (géodésiques du systeme) ne dépendent que de (2n — 2) cons-
tantes (*). ;

L'étude des trajectoires réelles d'un systeme conduit naturellement
4 agsoeier aux mouvements vrais du systeme les mouvements conju-
guds, qu'on obtient en changeant le sens de toutes les forces : analy-
tiquement, les mouvements conjugués se déduisent des mouvements
vrais en remplagant ¢ par i.

Quand on ne regarde pas comme distincts deux mouvements qui se
déduisent I'un de I'autre en augmentant ¢ d’une constante, toute trajec-
toire réelle de S ne comporte que deux mouvements (vrais ou conju-
gués) qui se déduisent I'un de l'autre quand on change ¢ en — ¢. 1l
en est autrement, toutefois, si la trajectoire coincide avee une géode-
sigue du systeme : elle comporte alors une infinité de mouvements
(tant vrais que conjugués) qui dépendent d'une constante arbitraire.
Ces trajectoires, que jappelle remarquables, dépendent au plus de
(n — 1) constantes,

Une trajectoire réelle est parcourue en général tout entiére, soit dans
un mouvement vrai, soit dans un mouvement conjugué. Il existe,
toutefois, un faisceau (4 n constantes) de trajectoires que j'appelle
miztes, qui sont en partie vraies et en partie conjuguées; les points
de séparation sont des points ’arrét du mouvement: quand le systéme
atteint un de ces points sur la trajectoire considérée, il rétrograde.
Deux points d’arrét consécutifs sur la méme trajectoire (pourvu
(qu’aucun ne soit position d’équilibre) donnent naissance 4 un mou-
vement périodique oscillatoire.

Quand les trajectoires remarquables dépendent de leur nombre maxi-
mum (r — 1) de constantes, elles se confondent avec la famille des
trajectoires mixtes, pour lesquelles le nombre des constantes s'abaisse
ainsi d'une unité. Les conditions pour qu’on se trouve dans ce cas inté-
ressant sont tres simples : si, par exemple, Sse réduit 3 un point libre,
il faut que les lignes d’action des forces (qui, en général, forment nn
complexe ) forment seulement une congruence.

Par un point donné quelconque (@, ..., ,), ou M, correspondant

) Quand les forces dépendent des vitesses, il v a d'autres cas, que j'ai nettement définis,
o le nombre des constantes s'abaizse 3 {2n—a).
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i une position réguliére qui n'est pas une position d'éguilibre, passent
une infinité (h un parametre) de trajectoires tangentes i une direction
arbitrairement choisie ; quand le paramétre dont elles dépendent
(valeur absolue de la force vive au point considéré de la trajectoire)
eroil indéfiniment, la trajectoire tend vers une géodésique. Dans un
certain domaine entourant le point considéré, toutes ces trajectoires
sont régulieres et parcourues d’un mouvement régulier (vrai oun
conjugué ).

Il en est tout autrement quand la position réguliere M est position
d’équilibre. Par M il peut passer (en outre du faisceau régulier des
trajectoires) d’autres trajectoires que j'appelle singulicres, qui peuvent
admettre le point comme point asymptote, avoir une longueur infi-
nie, ete.; ces trajectoires, quisont isolées ou dépendent de constantes,
ne sont parcourues, en un temps fini, ni dans le mouvement vrai, ni
dans le mouvement conjugué. Deux circonstances se présentent : ou
bien le svsteme tend vers M sur la trajectoire quand ¢ (ou quand )
croit indéfiniment (trajectoire asymptotique); ou bien la trajectoire
renferme une infinité de points d’arrét qui tendent vers M, et se décom-
pose en une infinité d’ares de plus en plus petits qui correspondent a des
mouvements périodigues oscillatotres alternativement vrais el conjugues.

Yai donné divers exemples de ces singularités, dont la derniére sur-
tout est remarquable.

66. Etude des positions d'équilibre. — D’aprés cela, 'étude du mou-
vement d'un systeme dans le voisinage d’une position réguliere M ne
présente de difficulté que si M est position d’équilibre. Il restait a dis-
cater les apparences du mouvement dans le voisinage d'une telle
position ('). .

Stabilit¢ de Uéquilibre. — En premier lieu, j'ai discute [ 68] la stabilite
de ['équilibre. On sait que cette difficile question a fait 'objet des tra-
vaux de MM. Poincaré, Liapounoff, Kneser et Hadamard. Pour indiquer
brievement les compléments que j'ai apportés aux résultats de ces au-
teurs, je me limiterai au cas de n = 2, ¢’est-a-dire au mouvement d’un
point sur une surface.

(1) Jai développé tous les résultats qui suivent (relatifs a la glabilité, aux pelil.s mot-
vements périediques) dans un Gours professé au Collége de France { mars, avril, r:wn r8g7).
P. 15
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Qoient @, = @, = o une position d’équilibre isolée, et U la fonction
de forces qui, dans le voisinage de origine, est de la forme

U=italt2pm o+ voi+o.

Supposons d’abord que les termes du second degré ne sotent pas tous
nuls. Si U est maxima pour x, = x,= 0, I'équilibre est stable. Il s’agit
de savoir si cette condition suffisante est nécessaire.

Les résultats des auteurs que je viens de citer ne permettent pas de
trancher la question; en eflet, un cas trés délicat restait i traiter : celui
oit les termes du second degré de U forment un carré parfait négatif.
Fai rvéussi a élucider ce cas : si U n’est pas maxima, I'équilibre est
instable et il existe au moins une trajecloire asymptotique a 'origine,
mais il peut n’en exister qu'une seule. Du moment que les termes du
second degré dans U ne sont pas tous nuls, pour que Péquilibre soit
stable, il fawt done et il suffit que U soit maxima.

Vai établi le méme théoreme dans un cas tout différent, celui o
U commence par des termes d’ordre m(m?”2), mais ow loutes les
tangentes (réelles) de la courbe U = o a Uorigine sont distinctes. Si U

est munima, )'at fail voir que par L'.huf[uu point voisin de ['origine
passe une trajectoive asymptotique i Vovigine. Si U n’est ni maxima ni
minima, les demi-hranches réelles (issues de 'origine) de la courbe
U = o décomposent 'aire voisine de l'origine en 24 aires A,, A,,
A, ..., o0 U est alternativement positil et négatif; chaque aire A,,
A, Ay, .. renferme au moins une trajectoire asymptotique a l'origine,
mais peut nen renfermer qu'une.

67. Petits mouvements periodigues des systémes. — Parmi les (rajec-
Loires qui restent voisines d'une position d'équilibre, une classe par-
ticulierement intéressante est celle des trajectoires fermées ou, si 'on
veut, des trajectoires qui correspondent & un mouvement périodique.

Une belle méthode de M. Poincaré permet de mettre en évidence ces
solutions périodiques. Elle préte toutefois & une objection assez déli-
cate; son point de départ est, en effet, le suivant : deux courbes de la
forme

ke +Plz,y, p)=0, py+Q(z,y,p=o0

(ou P et Q commencent par des termes du second degré en @, y, et oil
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w désigne un parametre) ont évidemment pour =~ o un point variable
et voisin de origine qui, pour = o, vient se confondre avec l'origine.

Or ce postulat qui semble intuitif n'est pas nécessairement exact,
comme le montre 'exemple

pa+ at—y=o, By + 2t — ¥yt =o.

J'ai levé I'objection et donné & la discussion une forme extrémement
simple et d’une application facile [66]; j'ai mis ainsi en évidence I'exis-
tence d’une infinité de petits mouvements périodiques dans le voisinage
d'une position ordinaire d’équilibre, ok la fonction de forces n'est pas
minima. La méthode n’est en défaut que dans des cas exceptionnels.
La période o de ces petils mouvements tend vers une certaine limite Q
quand I'amplitude du mouvement tend vers zéro, soit w = Q + ¢, et le
signe de ¢ est le méme pour lous les pelits mouvements; c’est le signe
d'une certaine constante numeérique facile i calculer sur les équations
différentielles; w==Q dans des cas particuliers.

Jai appliqué cette discussion au mouvement d'un solide pesant fixe
par un quelconque de ses points. Ce systeme comporte une infinité de
mouvements périodiques réels (*) dépendant de dewx parametres arbi-
traires. Toutefois ces mouvements ne sont pas des mouvements pério-
diques proprement dits : au bout du temps o, les conditions du solide
sont redevenues les mémes, i cela prés qu'il a tourné d'un angle «
autour de la verticale. Pour que ce mouvement soit strictement pério-
dique, il faut que « soit commensurable avee =. La discussion n’est
en defaut que si l'on a

- to GyAlSL)
=00 TND AR
E. 1, % désignant les coordonnées du centre de gravité par rapport aux

axes principaux d'inertie, et A, B, C les moments principaux d'inertie
(AZB2C).

68. Petits mouvements périodigues @ trés longue période. — La me-

(1) M. Keenigs a signalé l'existence do tels mouvements pour les solides pesants fixés
' p g ite, L'émi Gomé ‘est borné & indiguer
par un point voisin de leur centre de gravite. L éminenl géomelre s es x
que sa démonstration repose sur la convergence de séries dont les termes sont des fone-
tions sn; elle est done toul & fait distincle de la mienne.
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thode de M. Poincaré pour déterminer les petits mouvements pério-
diques suppose essentiellement que la période © du mouvement reste
finie quand son amplitude tend vers zéro; elle sappuie, en effet, sur le
développement des intégrales suivant les puissances d'un paramétre
infiniment petit w; pour (5w < A (A désignant une quantité donnée),
les développements convergent des que w est suffisamment petit; mais
quand ® croit indéfiniment, on ne sait plus rien (si petit quon
prenne u.) sur la convergence des développements.

Or quand la fonetion de forces U commence (dans le voisinage de
la position d'équilibre @, =a,=...=a,=0) par des termes de
degré supérieur au second, il n'existe plus de petits mouvements
periodiques de période finie, tandis que des exemples i un paraméetre
mettent en évidence de petites oscillations périodiques dont la période
croit indéfiniment quand l'amplitude tend vers zéro.

De telles solutions périodiques existent-elles, en général? Si oui,
comment les mettre en évidence? C'étaient la des questions qui sem-
blaient exiger des méthodes tout i fait nouvelles.

Je suis parvenu cependant[67 |4 les résoudre o 'aide d'un artifice
tres simple; j'ai montré notamment que, si la fonetion de forces
U(-Tn Wy vy -r,,) est maximna pour &, =x;=...=x,=0 el com=

mence par des termes de degré supérieur au second, i existe dans le
votsinage de la position d'équilibre une infinité de petits mouvements
periodigues réels et distinets (dépendant d’un parameétre); mais la période
de ces mouvements croit indefiniment quand leur amplitude tend vers séro.

[l est bien évident, d'ailleurs, que tous les résultats obtenus i propos
des équations de la Dynamique ont leurs analogues pour des systemes
différentiels quelconques. Mais les problemes dont je viens de parler
prennent un sens plus intuitif et une forme plus brive quand on les
énonce en Mécanique.

Transformation des équations de la Dynamique.

69. Enoncé du probléme et théorémes principaur. — Tous les géo-
metres connaissent les beaux travaux de M. Dini sur la représentalion
gcbdc‘siqrm .dcs surfaces. Ce probleme comporte en Mécanique uue
généralisation naturelle [25, 27, 30, 31, 32, 41]. Appelons famille
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de trajectoires I'ensemble de courbes (& trois paramétres) que peut
décrire un point M mobile sans frottement sur une surface et soumis
a une force donnée qui ne dépend que de la position du point. Etant
donnces deux surfaces et une famille de trajectoires sur chacune d’elles,
peut-on ctablir entre ces surfaces une correspondance ponctuelle qui trans-

forme ['une dans autre ces deux_familles? Quand les forces qui définis-

sent la premiere famille sont nulles, celle-ci se confond avee les géo-
deésiques de la surface et ne dépend plus que de deux parametres : il
faut done qu’il en soit de méme pour la seconde famille, et I'on
retombe sur le probleme de M. Dini.

[l est loisible de vapporter les deux surfaces 2 des coordonnées cur-
vilignes «, ¢, telles que les points correspondants des deux surfaces
soient définis par les mémes coordonnées. Si je représente alors par

{5t 153 . i | ;
(%ﬂ;: Q)r (:%}» Q,) les deux systemes d’équations de Lagrange qui
L

définissent respectivement le mouvement du point M sur les deux sur-
faces S et S,, ces deux systemes doivent définir les mémes trajectoires
(mais point nécessairement les mémes mouvements). Je conviens de
dire, dans ce eas, qu'ils sont correspondants.

On connait deux modes particuliers de telles correspondances qui
existent pour une surface S quelconque. Le premier réalise Papplica-
tion de S sur une surface S, ou sur une surface homothétique de S, ;
quand on passe du premier systeme de Lagrange au second, les forces
et le temps sont seulement multipliés par un facteur constant; autre-
ment dit, les deux correspondants sont alors de la forme

st st
(7 (=awoe)
a et b désignant des constantes.
Le second mode de correspondance, indiqué par M. Darboux comme

généralisant une remarque de M. Goursat, exige que les forces Q dé-
rivent d’un potentiel U. Si I'on prend pour S, une surface dont le ds;

. el+d : : :
est(al + &)ds*, et pour fonction de forces ——> les trajecloires se

correspondent.
Vappellerai correspondants ordinaires deux systemes correspondants
d’équations de Lagrange qui rentrent dans une des deux catégories

précédentes.
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[a surface S étant quelconque, le probleme posé n'admet pas, en
général , d'autres solutions que les correspondances ordinaires. Autre-

i i 1 ds Q fis au hasard ede
ment dit, un systeme de Lagrange { -,» Q ], pris au hasard, ne possede

pas de correspondants distinets des correspondants ordinaires. J'ai
montré d’ailleurs que, s'il en admet un, il en admet une infinité qui
sont distinets (j'entends qui ne sont pas correspondants ordinaires
I'un de 'autre).

I'ai discuté dans tous ses détails [41, 58] cette question de I'exis-
tence de correspondants non ordinaires. Trois cas généraux sont i
distinguer :

Premier cas. — La corvespondance entre S et S, conserve les géo-
désiques. Quand il en est ainsi, & tout systeme de forces Q I'on peut
associer des forces Q, telles que les devx familles de trajectoires se
correspondent sur S et 8,. Les géodésiques de S admettent alors
nécessairement une intégrale premicre du second degré. Les deux sys-
temes d’équations de Lagrange se transforment l'un dans lautre par
un changement de variables dt, = A(u, v)di.

Deuxiéme cas. — Les Q dérivent d’un potentiel, et moyennant une
. . . y i dfs?
transformation de M. Darboux effectuée sur le systeme (nf-.:f’ Q) on

rentre dans le premier cas.

Troisieme cas. — On peut passer d’un des systemes de Lagrange a
I'autre par une transformation

d!? bt : gt i
T =k, o) lﬁ — R(w, :'}Jr

ou 'égalite %j—, — R = const. définit une intégrale quadratique du pre-
mier mouvement (distinete de I'intégrale des forces vives).

Dans chacun de ces trois cas, un au moins des deux systemes de
Lagrange (ot 'on annule les forces) possede une intégrale quadratique.
Comme on connait tous les ds* qui jouissent de cotte propriété, i est
exirémement facile de former explicitement tous les correspondants de la
premicre et de la seconde catégorie; au contraire, les conditions diffé-
rentielles qui définissent les systemes correspondants de la troisicme
catégorie semblaient fort compliquées et d’une intégration malaisée.
Je suis parvenu cependant a déterminer explicitement sans caleuls
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tous les systemes de cette catégorie. La regle est bien simple : On
constdére deux correspondants de M, Darboux, tels que leurs géode-
siques admetlent respectivement une intégrale du deuxieme degré, et Uon
remplace chacun de ces systémes par un quelcongue de ses correspondants

de la premicre catégorie; les correspondants ainst oblenus epuisent les
correspondants de la trotsiéme catégorie.

70. Questions connexes. — )'étais des lors en état de traiter les
diverses questions qui se rattachent i l'existence des correspondants.
Une des plus intéressantes que j'aic résolues [33, 41, 47] s'énonce
ainsi :

La surface S et les forces O élant données, peut-on les remplacer par
des forces Q, telles que la nouvelle famille de trajectoires soit une trans-
Jormée ponctuelle de la premicre ? .

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le systeme (::—j:: Q)

/ ds?
di?’
applicables. En particulier, j'ai montré que la transformation n’est
conforme que si les deux systemes de Lagrange sont des correspondants
ordinatres.

admette un correspondant ( Q,) tel que ds* et ds] soient denx ds*

o

Deux cas généraux sont a considérer dans ce probleme, suivant que
la transformation de passage entre les deux familles de trajectoires
conserve ou non les géodésiques.

Quand les géodésiques admettent une transformation ponctuclle en
elles-mémes, soit (), & tout systeme de forees Q on peut faive corres-
pondre des forces Q, telles que les nouvelles trajectoires se déduisent
des premieres par la transformation (7). C'est ainsi que les géodésiques
du plan (les droites) se conservant dans la transformation homogra-
phique, a toute loi de forces dans le mouvement plan on peut en sub-
stituer une autre (dépendant de huit constantes) telle que les nouvelles
trajectoires soient des transformées homographiques des premieres.

On voit comment mes recherches se rattachent a 'homographie en
Mécanique que M. Appell a si henreusement introduite dans la théorie
des forces centrales ().

(') M. Appell et, aprés lui, M. Dautheville se sonl aussi occupés des correspondants
dee la premiére calégorie.
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Mais il existe des modes de transformation des trajectoires qui ne
conservent pas les géodésiques et n'appartiennent qu'a des forces Q
exceptionnelles. Clest ainsi qu'a@ certaines lois de forces du mouvement
plan on peut assocter une autre lot telle que les nouvelles trajectoires se
déduisent des premiéres par une trans ormation ponctuelle qui n'est plus
homographique et qui peat méme étre transcendante. Voici un exemple
de cette circonstance bien curieuse : rapportons le plan aux coordon-
nées elliptiques «, B définies par les coniques

el considérons les deux lois de forces

x T _._@
U_la-- G "._a_zi]e[.:cz .:3:)1’ U! e P :‘::;3 )1(a= '3:),:
et

" 1 1
U=

v—Atsntad g fagp Viar—1)(B* — l-},

les secondes trajectoires se déduisent des premieres en changeant
z en snzB et Boen sny(a* —1)(B* —1), transformation ponctuelle
transcendante.

La recherche des transformations ponctuelles des trajectoires en elles-
mémes rentre évidemment, comme cas particulier, dans le probleme
précédent. Ces transformations peuvent on non conserver les géode-
siques; j'en ai donné une classification précise; les travaux de
M. Hmnigs sur les ds* i inl{'%:.;['ulEs qu:ulr'nliqluzﬁ, combinés avee les
résultats precédents, permettent d’en épuiser I'étude.

71. Systémes a n paramétres. — Tous les problemes et toutes les
propositions que je viens d'indiquer ont leurs analogues quel que
soit le nombre des dimensions des ds?, ¢'est-i-dire dans 'étude des
systemes & 2n degrés de liberté [30 i 32, 41, 58]. La différence
principale qui sépare le cas de n= 2 du cas général, c'est que
lexistence d’intégrales quadratiques (du mouvement avec ou Sans
Jorces) est toujours nécessaire, mais ne suffit plus pour qu'un systéme de
Lagrange admette des correspondants non ordinaires. Jai indiqué,
sous une forme tres simple, les conditions supplémentaires qu'il
faut ajouter pour chacune des trois catégories de correspondants.
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Vai donné des exemples étendus de correspondants des diverses
especes, ainsi que de groupes de transformations des trajectoires, etc. ,
mais sans les épuiser tous. J'ai toutefois déterminé explicitement

|33, 47] tous les systémes (g:—:, Q) a n parametres, dont les trajectoires
admettent une transformation continue conforme.

Dans Vétude de la représentation géodésique des ds* quelconques,
je me suis trouvé en contact avec M. Liouville sur plusicurs points
ou nous conduisaient des méthodes toutes différentes. Depuis lors,
M. Levi-Civita a achevé, par une méthode tres élégante, d’¢lucider
compléetement cette question.

LI - A -3
J'ajoute que cette étude des systemes (%, Q) correspondants m'a

amené i donner une forme extrémement simple aux conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'une famille de courbes coincide avec
les trajectoires d’un systeme. La méthode que j'emploie s’applique
d’ailleurs aussi bien aux équations du caleul des variations; elle met en
¢vidence leurs invariants absolus et leurs propriétés caractéristiques.

Mécanigue analytique du frottement.

72, La Mécanique analytique proprement dite ne s’occupe que des
systemes dénués de frottement. L'étude d'un grand nombre de sys-
temes particuliers avait montré, vers la fin du siécle dernier, qu'on
peut admettre dans bien des cas, sans erreur sensible, que les réac-
tions du systeme ont un travail nul dans tout déplacement infinité-
simal virtuel (compatible avec les liaisons) : on adopta cette propriété
comme une définition de I'absence de frottement, et 'on constitua la
Mécanique des systemes matériels, dont les réactions satisfont a cette
restriction.

En réalité, cette restriction n’est jamais qu'imparfaitement remplie.
Quand elle s’éearte trop de la réalité, on la corrige en complétant les
réactions par des forces retardatrices qu’on appelle forces de frottement.

Les lois auxquelles obéissent ces forces de frottement sont des lois
empiriques encore mal étudiées. Mais, telles qu’elles sont, ne pré-
sentent-elles pas des maintenant assez de caracteres générau_x com-

P. - 10
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muns pour permettre de constituer une P:ll'maniquc_unalylique des
systemes doués de frottement, analogue i la I‘{Iéc‘:u_nque classique ?
L'entreprise ne m'a pas semblé impossible et je I'ai tentée [43, 49,
50, 52|. L'intérét d’une telle entreprise n’est pas seulement de donner
plus d’unité et de beauté a une doctrine didactique; il est plus pro-
fond. Dans la Mécanique des systtmes continus (hydrodynamique,
¢lasticité, ete.), en Thermodynamique, en Thermochimie, on admet
comme postulat fondamental un principe analogue au principe des
vitesses virtuelles (tel qu’on I'énonce pour les systemes dénués de frot-
tement). Ce principe n’est jamais exactement vérifié ; pour le corriger,
on doit, la aussi, introduire certaines forees retardatrices dont la na-
ture est encore bien obscure. Une Mécanique plus rationnelle et plus
parfaite du frottement serait, dans ces difficiles recherches, un guide
précieux.

73. Discussion des lois empiriques du frottement. — En étudiant les
lois empiriques du frottement, mon attention a été frappée par un
fait qui, certes, n'est pas difficile a2 apercevoir, mais dont on ne
semble pas avoir remarqué les conséquences. Imaginons, pour fixer
les idées, un corps rond, pesant, qui glisse avec [rottement sur un
plan horizontal ; le fait que je veux signaler, ¢’est que le frottement
ne modifie pas seulement la composanie tangenticlle de la reaction, mais
ausst la composante normale; si le corps est placé dans des conditions
initiales déterminées, la réaction normale est diflérente, suivant qu'il
est, par exemple, huilé ou non.

Ne semble-t-il pas, dés lors, plus rationnel d*appeler force de frotte-
ment la véritable force due au frottement, cest-i-dire la différence
géométrique entre la réaction réelle et la force de liaison, réaction qui
s'exercerait dans les mémes conditions entre les deux corps supposés
parfaitement polis? De méme, & la loi empirique du frottement qui fait
connaitre la réaction totale en fonction de sa composante normale, ne
convient-il pas de substituer la lo/ rationnelle de Srottement qui fait
connaitre la réaction totale en fonction de la force de liaison?

Cette conception trouve une confirmation singulierement forte dans
les difficultés que souleve application de la loi empirique du frotte-
ment. Sans doute, la loi rationnelle et 1a loi empirique du frottement
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se déduisentl'une de Pautre d’une fagon tout élémentaire ; mais, tandis
que la seconde se déduit de la premiere sans la moindre difficulté, les
caleuls algébriques qui déterminent la loi rationnelle en partant de la
loi empirique peuvent aboutir & une impossibilité ou i une ambiguité.
Quand cette singularité se présente, c'est que la loi empirique est lo-
giquement inadmissible ou laisse le choix entre deux mouvements
possibles.

On serait, il est vrai, tenté de croire que seuls des systemes tris
exceptionnels peuvent préter & de telles difficultés. Clest tout le
contraire qui est vrai, au moins des que le coefficient empirique de
frottement fest suffisamment grand.

Considérons, par exemple, deux disques situés dans un méme plan,
dont I'un est fixe et dont I'autre glisse avee frottement sur le premier.
(Dans la réalité, les deux disques seront deux cylindres glissant I'un
sur I'autre.) Si 'on appelle GA, GB, les distances du centre de gra-
vité G du disque mobile 4 la normale et & la tangente commune aux
deux disques, et K le rayon de gyration du disque autour de G, la
composante normale de la réaction est donnée par I'égalité

]

N — — ==
N e ool

ot P est indépendant de f. Si donc le disque mobile n’est pas un segment
de droite ow un cercle dont le eentre coincide avee G, N depend de f ().
La lot empirique du frottement de glissement conduti a une impossibilité
K"+ GA?
GA.GB i
Une conclusion analogue s’applique a deux solides quelconques qui
glissent I'un sur 'autre. :
Comme exemple précis, prenons une tige métallique AB dont une
extrémité glisse avec frottement sur une horizontale Ox du plan
vertical 20y. Soient / la longueur totale de la barre, m sa masse, mk*
son moment d’inertic par rapportau centre de gravité G, o I'angle

dés que [ depasse

(1) Si aux conditions initiales données on compare les mémes conditions iniliales i
toutes les vitesses sont changées de signe, la nouvelle valeur de N s'oblient en changeant
dans la premiére le signe de = : le frottement augmente N dans un des cas el le diminue

dans 'autre.
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(cmnpris entre o et E) que fait la tige avec la verticale dans la position

initiale ot on I'abandonne; je suppose enfin la tige animée (& I'in-
stant initial ) d’une vitesse de translation horizontale, dirigée en sens
inverse de la projection de AB sur Oz. Aucun mouvement possible
ne satisfait & la loi empirique de frottement dés que / est plus grand
A%+ Bsin*a
Psinacosa
I'extrémité B soit tres lourde par rapport au reste de la tige, on peut
rendre cette limite de f inférieure, par exemple, i 3%.

Autre exemple : Un cylindre de révolution glisse avec frottement
sur un plan incliné. Soient / sa longueur, r son rayon de base, £ son
rayon de gyration autour de son axe, ¢ 'inclinaison du plan. Le cy-
lindre étant animé d’un mouvement initial de translation paralléle &
une ligne de plus grande pente du plan, aucun mouvement n'est com-

que . En prenant « petit, et en choisissant une tige dont

iy : : : ¢ R
patibleavec la loi de frottement dies que /dépasse la quantité 7 + —-
EEn construisant le eylindre avec deux cylindres coneentriques, le cy-
lindre intérieur beaucoup pluslourd que le cylindre extérieur, on peut
rendre cette limite inférieure aux valeurs ordinaires de /.

-

74. Voila done des expériences réalisables ou les lois classiques du

frottement ne sauraient se vérifier.

On a admis jusqu’ici que la composante tangentielle R, de la réac-
tion est une fonction de la composante normale N, soit R, = 3 (N),
fonction qui ne dépend que de la nature des éléments matériels en
contact et de leurs vitesses relatives. Si cette hypothese doit subsister,
pour que la loi empirique de frottement R, = o(N) échappe aux con-
tradictions que je viens de signaler, il faut qu'elle salisfasse a une
restriction : %‘ doit tendre vers zéro pour N tres grand.

Mais convient-il de conserver cette hypothise ? On en peut douter,
si 'on remarque que les systemes rudimentaires qu'on a soumis au
controle de I'expérience rentrent précisément dans la classe excep-
tionnelle pour laquelle la réaction normale ne dépend pas du frotte-
ment; pour ces sysiémes, la loi empirique et la loi rationnelle de frotte-
ment se confondent. Supposons pour un instant que la loi exacte du

Notice sur les travaux scientifiques - page 118 sur 130

5|
1

|
3
'.ll

I



http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x045x10&p=118

2RI Sante

— 117 —

frottement de glissement soit la proportionnalité de la réaction tangen-
tielle & la force de liaison (et non & la composante normale) : cette loi
serait parfaitement d’accord avec les expériences connues. 11 est done
indispensable d’effectuer de nouvelles expériences sur des systémes de | ‘espéce
génerale, j'entends pour lesquels la réaction normale dépend sensiblement
du frottement. La loi ordinaire du frottement devra siirement étre
modifiée. Il conviendra de voir si une relation trés simple n’existe pas
entre la réaction et la force de liaison. Lors méme qu’une telle relation
ne serait pas susceptible d’un énoncé aussi général que la loi vulgaire
de frottement, il serait sans doute possible de classer les liaisons
entre solides en un nombre fini de types qui comporteraient chacun
une loi rationnelle de frottement tres précise.

- Ce sont la des questions que I'expérience peut seule trancher. Mais,
quelle que soit la loi empirique de frottement a laquelle on aboutisse,
une chose est certaine : ¢’est que si cette loi est exacte pour unsysteme,
jentends sensiblement conforme a la réalité, elle permet, par un caleul
tout élémentaire, de former la loi rationnelle de frottement, sans diffi-
culté et sans ambiguité. Nous pouvons donc toujours admelttre que la
loi rationnelle de frottement est connue.

Dés lors, on peut constituer, pour les solides doués de frottement,
une Mécanique entierement analogue a la Mécanique classique des
solides. On sait que, si un ensemble de solides est assujetti & un
groupe de liaisons simples dont chacune est sans frottement, le sys-
teme ainsi constitué est sans frottement, et Pon peat caleuler son mou-
vement, connaissant les forces données. Cette proposition subsiste si
chaque liaison simple donne lieu & un frottement dont on connait la loi
rationnelle : on peutencore calculer le mouvement du systeme assujetti
4 toutes les liaisons et soumis a des forces données. Il y a lien toute-
fois de noter ici une différence : quand il n'y a pas frottement, le théo-
veme ¢noncé suppose sculement que les liaisons combinées sont
compatibles géométriquement et mécaniquement; quand il y a frotte-
ment, il faut encore qu'elles ne soient pas surabondantes. Par exemple,
on sait calculer le mouvement d'un solide qui repose par trois points
sur un plan, connaissant le coefficient de frottement attaché a chacun
des trois points; il n’en est plus de méme sile corps repose sur quatre
pieds; il faut alors recourir a la théorie de I'élasticité.
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75. Définition genérale des forces de frottement. — Ce que je viens
de dire pour un systeme de solides sapplique a un systeme matériel S
entitrement quelconque (continu ou discontinu) dont la position
dépend d’un nombre fini de paramétres. Voici la définition générale
que j’ai donnée des forces de frottement : Je considere les différents
points du systeme dans des conditions initiales déterminées: si le
systeme était sans frottement, ¢'est-a-dire (par définition) si le travail
virtuel des réactions était constamment nul, on saurait calculer a la
fois le mouvement du systeme sous l'influence des forces données,
et les réactions (R") qui s'exercent sur chaque point M (de masse m ),
réactions que j'appelle forces de liaison. En réalité, le systeme élant
doué de frottement, les réactions different des forces de liaison; j'ap-
pelle force de frottement s’exercant sur M la différence géométrique (p)
entre la réaction vraie (R) et la force de liaison (R").

Le systeme de segments (g) jouit, quelles que soient les lois du
frottement, de propriétés géométriques remarquables. On a d'abord

R R < pt
2 Ez T A

De plus, le déplacement du systeme (8), out chaque point M subit le

déplacement % ¢t, est un déplacement virtuel. Chaque réaction (R) se

trouve ainsi décomposée en deux forces (z) et (R') dont I'ensemble

satisfait & ces deux conditions : 1° le travail virtuel des (R') est nul;

(g)

2° le déplacement * - at imposé a chaque point M constitue un déplace-

ment virtuel de S.
On montre que, pour un ensemble quelconqne de segments, une
telle décomposition est toujours possible et d’une seule maniere ; il

est done loisible encore de définir les forces de frottement et de liaison
d’aprés cette décomposition.

76. Le caractere commun & toutes les lois de frottement, c’est de
déterminer les forces de frottement e en fonction des forces de liaison R’
(et des positions et vitesses de S i I'instant considéré t). La loi sera
dite loi rationnelle du frottement si elle donne explicitement les g en
fonction des R’. Quand un systeme est assujetti & plusieurs liaisons
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distinctes, sa loi rationnelle de frottement se caleule sans difficulté ni
ambiguité, & I'aide des lois analogues attachées a chaque liaison,
pourvu du moins que les liaisons ne soient ni incompatibles ni sura-
bondantes. Les équations du mouvement peuvent recevoir la forme
donnée par Lagrange aux équations du mouvement sans frottement (*).

Un autre caractére commun des lois du frottement, c'est d’étre en
défaut quand les positions et vitesses des points de S satisfont i cer-
taines conditions exceptionnelles. Ces conditions expriment toujours
que, dans une des liaisons, deux des éléments matériels qui frottent
I'un sur I'autre ont une vitesse relative nulle. On est alors dans le cas
du frottement au repos ou au départ. La loi du frottement relative a la
liaison considérée doit alors étre remplacée par la suivante : Ou bien,
pendant un certain temps, les conditions exceptionnelles restent rem-
plies, ou bien elles cessent immédiatement de I'étre et la loi ordinaire
du frottement s’'applique a la liaison; dans le premier cas, les forces
de frottement dues & la liaison sont assujetties a certaines inégalités
par rapport aux forces de liaison correspondantes. La loi ainsi modi-
fiée fournit, pour tous les types naturels de liaison, assez d’équations
pour mener a bonne fin la discussion.

Jai appliqué ces généralités i un grand nombre d’exemples, comme
celui de la sphiere pesante mobile avec frottement sur un plan incliné,
que jai intégré et completement diseuté.

Il est clair que la théorie précédente embrasse le frottement de rou-
lement et de pivotement. Elle constitue pour les systemes quelconques
doués de frottement une véritable Mécanique analytique.

(1) M.Appell s'est oceupé, & un Lout autre point de vue, d’étendre les équations de La-
grange au mouvement deg systémes doués de frotlement.
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LISTE CHRONOLOGIQUE DES TRAVAUX.

. Bur le développement en série de polynomes d’une fonction holomorphe

dans une aire convexe (Comples rendus, 1*' semeslre, t. CII, p. 672;
1886), :

. Sur les systémes d’équations linéaires simultanées aux dérivées partielles

(Comptes rendus, 1°" semestre, t. CIV, p. 83g; 1887).

. Bur les lignes singuliéres des fonctions analytiques [ Thése, Paris, juin

1887 ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse; janvier 1888)].

. Bur les équations différentielles linéaires du troisiéme ordre (Comptes

rendus, 1°° semestre, t. CIV, p. 14g97; 1887).

. Sur les équations différentielles lindaires ( Comptes rendus, 2® semestre,

1. CV, p. 58; 1887).

. Sur les transformalions rationnelles des courbes algébriques (/Jbid.,

[ 792).

. Sur la représentation conforme des polygones (Comptes rendus, 1+ se-

mestre, t. CVI, p. §73; 1888).

. Surl'intégration algébrique des équations différentielles linéaires & coefli-

cients algébriques (1bid., p. 533).

. Sur les équations différentielles du premier ordre (Comptes rendus,

2° semestre, t. CVII, p. 225; 1888).
Sur les équations différentielles du premier ordre (fbid., p. 320).
Sur les équations différentielles du premier ordre (/bid., p. 724).

Sur la transformation des fonctions harmoniques et les syslémes triples
de surfaces orthogonales ( Travaux et Mémoires des Facultés de Lille;
t. I, p. 1-29; aolt 188g). -

Sur les intégrales rationnelles des équations diférentielles du premier
ordre ( Comptes rendus, 1% semestre, L. CX, p. 35; 18g0).
P. 16
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Sur les transformations simplement rationnelles des surfaces algébriques
(Ibid., p. 184).

Sur les transformations rationnelles des surfaces et sur une classe d'équa-
tions différentielles ( 7bid., p. 226).

Sur une transformation des équations différentielles du premier ordre
(1bid.. p. 840). )

Sur les intégrales algébriques des équations différentielles du premier
ordre (/bid., p. 945).

Sur les équations différentielles du premier ordre (1™ Partie) { Annales
de U'Eecole Normale supériecure, 3¢ série, t. VIII, p. g-58 et 103-140;
janvier et mars 18g1).

Sur le probléme de la représentation conforme ( Comptes rendus, 1% se-
mestre, L. CXII, p. 653; 18g1).

Sur l'intégration algébrique des équations différentielles du premier ordre
(1bid., p. 1190).

. Bur les équations différentielles du premier ordre (2° Partie) ( Annales de

UEcole Normale supérieure, 3° série, t. VI, p. 201-220, 267-284,
el t, IX, p.g-30; aoil, seplembre 18g1 et janvier 18g2),

Remarque sur une Communication de M. Markofl relative aux équations
linéaires (Comptes rendus, 2° semestre, 1. CXILI, p. 7393 18g1).

. Sur les équations différentielles du premier ordre et du premier degré

dont l'intégrale n'admet qu'un nombre fini de délerminations (Comples
rendus, 1°F semestre, 1. CXIV, p. 104; 18g2).

Sur les équations du premier ordre dont 'intégrale n’admet qu'un nombre
fini de déterminations (/Jbed., p. 280).

Sur les wransformations en Mécanique (Zbid., p. go1).

Sur les équations différentielles du premier ordre (3¢ Partie) ( Annales de
U'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, 1. 1X, p. 101-144 et 283-308; avril
el juin 18ga).

Sur les transformations en Mécanique (Comptes rendus, 1° semestre,
L. CX1V, p. 1104; 1892).

- Sur les intégrales premiéres de la Dynamique (Zbid., p. 1168).

- Sur les groupes discontinus infinis de substitutions algébriques a une

variuble ( fbid., p. 1345).

. Sur les transformations en Mécanique (fbid., p. 1512).
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Sur la transformation des équations de Lagrange (Comptes rendus, a¢ se-
mestre, t. CXV, p. 495; 18g2).

Sur la transformation des équations de la Dynamique (fbid., p. 714 et
874).

Sur les transformations infinitésimales des trajectoires des systémes
(Comptes rendus, 1" semestre, 1. CXVI, p. 215 1893).

. Sur les équations différentielles d'ordre supérieur dont lintégrale

n'admet qu'un nombre fini de déterminations (Zbid., p. 88),

Sur les équations dillérenticlles d'ordre supérieur dont l'intégrale
n'admet qu'un nombre donné de déterminations ([bid., p. 173).

- Sur les singularités essentielles des équations différentielles d’ordre supé-

riear (Ibid., p. 36a).

Sur les transcendantes définies par les équations différentielles du second
ordre (Jbid., p. 566).

Sur les équations du second ordre et du premier degré dont I'intégrale
est uniforme (Comptes rendus, 2° semestre, t. CXVIL, p. 2115 18g3).

Sur les équations différentielles du second ordre i points critiques fixes

et sur la correspondance biuniforme entre deux surfaces algébriques
(Ibid., p. Gi1).

. Sur les équations différentielles du second ordre & points critiques fixes

(Ibid., p. 686).

Mémoire sur la transformation des équations de la Dynamique (Journal
de Mathématiques, §* série, L. X, p. 5-g2; janvier 1894 ).

. Sur une application de la théorie des groupes continus & la théorie des

fonctions (Comptes rendus, 1°7 semestre, 1. CXVIIL p. 845; 1894 ).

. Lecons sur I'intégration des équations de la Dynamique et applications

(Paris, Hermann, 2go pages, in-4°; 18g4).

Sur lintégration algébrique des équations différentielles linéaires
{ Comptes rendus, 2¢ semestre, t. CXIX, p. 37; 18g4).

Note sur un Mémoire de M. Humbert (Journal de Mathématiques,
fi* série, 1. X, p. 203-206; juillet 1894).

Sur une cerlaine identité entre déterminants (Bulletin de la Société
matiématigue de France, 1. XX1I, p. 116-119; juillet 1894).

Sur les transformations infinitésimales des trajecloires des sysiémes
(Comptes rendus, 2° semestre, L. CXIX, p. 57; i894).
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Sur les mouvements et les trajectoires réels des systémes ( Bulletin de
la Socidté mathématique de France, t. XXII, p. 136-184; octobre

1894).
Sur la définition générale du frottement (Comptes rendus, 1°* semestre,
t. XX, p. 3963 18g5).

Sur les lois expérimentales du frottement de glissement (Comptes
rendus, 2* semestre, t. CXXI, p. r12; 18g5).

. Sur les surfaces algébriques qui admettent un groupe continu de trans-

formations birationnelles (Ibid., p. 318).
Lecons sur le frottement (Paris, Hermann, 11o pages in-4°; 1895).

Sur les fonctions uniformes définies par Uinversion de différentielles
totales (Comptes rendus, 1** semestre, t. CXXII, p. 660; 1896 ).

. Bur l'inversion des systémes de différentielles totales (lbid., p. 76g).

Sur les transformations biuniformes des surfaces algébriques (fbid.,
p. 834).

Sur les équations différentielles du premier ordre (fbid., p. 131g).

. Sur les équations différentielles du premicr ordre (Comptes rendus, 2* se-

mesire, t. CXXIII, p. 88; 18¢6).
Sur les transformations des équations de la Dynamique (1bid., p. 392).

Sur les équations différentielles du premier ordre ( Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, novembre 18g6).

Sur les singularités des équations de la Dynamique (Comptes rendus,
a2* semestre, t. CXXILI, p. 636; 18¢6).

. Bur les singularités des équations de la Dynamique et sur le probléme

des trois corps (Ibid., p. 871).

. Sur les intégrales premiéres des systémes différentiels (Comptles rendus,

1°F semestre, t. CXXIV, p. 136; 18¢7).

Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles, professées
a4 Stockholm (seplembre, octobre, novembre 18g3), sur l'invitation de
S. M. le Roi de Suéde et de Norvége ( Paris, Hermann, 610 pages in-4°;
Janvier 18g7). ;

Sur les intégrales de la Dynamique et sur le probléme des n corps
(Comptes rendus, 1°* semesire, . CXXIV, p. 621; 1897).

3. Sur les inlégrales quadratiques des équations de la Dynamique (/bid.,

p. 2215 Additions, 1, CXXV, p. 136).
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. Sur les pelits mouvements périodiques des systémes (Zbid., p. 1222).

Sur les pelits mouvements périodiques & trés longue période (1bid.,
p. 1340).

Sur les positions d'équilibre instable (Zbid., p. 1021).

Sur les cas du probléme des trois corps (ou des a corps) on deux des
corps se choquent au bout d'un temps fini (fbid., p. 1078).

- Sur la représentation des fonctions analyliques uniformes (Comptes

readus. 1°7 semesire, 1. CXXVI, p. 200; 1898).

Sur le développement des fonctions holomorphes dans un domaine
quelconque (fbid., p. 318),

. Sur le développement des fonctions analytiques pour les valeurs réelles

des variables (Jbid., p. 383).

. Sur le développement des fonctions réelles non analytiques (/bid.,

p: 439).

. Sur les intégrales premiéres du probléme des n corps (Bulletin astrono-

mique, 1. XV, p. 81-113; mars 18g8).

.. Sur les surfaces qui admettent un groupe infini discontinu de transfor-

mations Dbirationnelles (Comptes rendus, 1** semestre, t. CXXVI,
p. 5123 1898),

. Sur les équations différentielles du second ordre & points critiques [ixes

(Ibid., p. 1185).

Sur la détermination des équalions différentielles du second ordre i
points critiques fixes (/bid., p. 1329).

5

Sur les équations différentielles du second ordre &

points critiques fixes
( Ibid., p. 1697). '

. Sur la détermination des équations différentielles du second ordre i

points criliques fixes (Comptes rendus, 2° semestire, 1. CXXYV, p. 5
18g8).

Sur les équations différentielles du second ordre & poinls critiques fixes
(Ibid., p. 945).

Sur le développement d'une branche uniforme de fonction analytique
(Comptes rendus, 1** semestre, t. CXXVIIL, p. 1277; 1899).

. 8ur le calcul des intégrales des équations différentielles par la méthode

de Cauchy-Lipchitz (Ibid., p. 1503).
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Sur la méthode de Cauchy-Lipchitz (Bulletin de la Société mathématique
de France, t. XXVII, p. 149; juin 18gg).

Sur le développement d'une branche de fonction holomorphe en série de
polynomes ( Comptes rendus, 2° semestre, t. CXXIX, p. 27; 1898),

Sur le développement des fonctions analytiques de plusieurs variables
(Ibid., p. g2).

. Sur les équations différenticlles du second ordre & points critiques fixes

(1bid., p. 750).

Sur les équations différentielles du second ordre & points critiques fixes
(1bid., p. 949)-

Sur la représentation des fonctions elliptiques (Bulletin de la Société
mathématique de France, 1. XXVII, p. 300-302; décembre 18gg).

Gewdhnliche Differentialgleichungen, Existenz der Lisungen ( Eneyklo-
=] =] &
pidie der mathematischen Wissenchaften, 1. 11, p. 189-229) (article
bibliographigque ).

Sur les systémes différentiels & points critiques lixes ( Comptes rendus,
1°r semesire, t. CXXX, p. 767).

Sur les équations différentielles du troisiéme ordre & points eritiques
fixes (Jbid., p. 859).

. Burles équations différentielles d'ordre quelconque i points critiques fixes

(fbid., p. 1112).

. Sur une relation entre la théorie des groupes continus et les équations

différentielles i points eritiques lixes (/bid., p. 1171).

. Sur les intégrales uniformes du probléme des n corps (Ibid., p. 1699).

. Bur la détermination unique de l'intégrale d'une équation différentielle

par les conditions initiales (Bulletin de la Société mathématique de
France, 1. XXVIII, p. 191-196; juin 1goo).

Sur les équations dilférentielles dont I'intégrale générale est uniforme
(Zbid., p. 201-261).

Sur les singularités des fonctions analytiques et, en particulier, des fone-

tions définies par les équations différentielles ( Comptes rendus, 2° se-
mestre, t. CXXXI, p. 489; 1900).

Sur les  ystémes différentiels dont Vintégrale générale est uniforme (fbid.,
p- 497).

. Bur les équations différentielles du second ordre et d'ordre supérieur

dont I'intégrale zénérale est uniforme (Acta mathematica, 1. XXV,
p. 1-80; septembre 1900),

e —
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TITRES DIVERS.

Docteur &s Sciences, 10 juin 1887.

Chargé du cours de Mécanique rationnelle 4 la Faculté des Sciences
de Lille (juillet 1887-juillet 18g2).

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Paris (juillet
18g2-avril 1895).

Professeur adjoint et chargé de cours i la Facullé des Sciences de
Paris (avril 18g5-juillet 1897).

Chargé d’une mission en Suede (septembre, octobre, novembre
1895) sur la demande de S. M. le Roi de Suéde et de Norvege, pour
professer a I'Université de Stockholm un cours sur ses travaux d’Ana-
lyse.

Professeur suppléant au College de France (novembre 1896-
novembre 1897).

Maitre de Conférences & I'Ecole Normale supérieure (depuis juil-
let 1897).

Répétiteur d’Analyse 2 I'Ecole Polytechnique (depuis janvier 1896)
et Examinateur de passage a la méme Keole (depuis juin 1898 ).

Lauréat de I'Institut :

Grand Prix des Sciences mathématiques (décembre 18go ).
Prix Bordin (décembre 1894).
Prix Poncelet (décembre 1896 ).

Présenté en seconde ligne par la Section de Géométrie (octobre
1892 ). :
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