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Avanl d'aborder l'examen détaillé de mes travaux, qui se rattachent presgue
tous & la théorie des fonctions de variables réelles, je veux, dans cetle introduction,
rappeler le prodigieux essor pris par cette théorie durant ces trente dernidres années,
malgré les prévenlions gui s'élevaient contre clle; car je crois bien que mon prin-
cipal titre est'd'avoir é1é I'un de ceux qui, en diminuant singuliérement ces préven-
tions, ont contribué & cet essor et peunt-étre celui qui a le mieux montré quelles
ressources puissantes pour le progrés des partics méme les plus classiques des
mathémaliques pouvaient étre oblenues par I'examen patient el prolongé des pro-
priétés des fonclions de variables réelles.

Pour bien montrer I'état des esprits au moment ot j'ai commencé mes recher-
ches, j'indiquerai certaines résistances cque j'ai rencontrées; lons cenx gui se sont
consacrés au méme genre d'études onl rencontré des résistances analogues. Je puis
le faire sans scrupule, car il ne s’est jamais agi que de conflils d’idées, et j'ai tou-
jours trouvé la plus grande bienveillance personnelle chez ceux-li méme & qui mes
travaux étaient le moins sympalthiques.

En 18qqg, j'avais remis & M. Picard une Note [42] (*) sur les surfaces non réglées
applicables sur le plan; Hermile voulut un instant s’'opposer & son inserlion dans
les Comples Rendus de I'Académie ; M. Picard dut défendre ma Note. On sait com-
bien, cependant, Hermile élait bienveillant et prodigue d'éloges, mais c'était & pen
prés U'époque ol il éerivail 4 Stieltjés @ « Je me détourne avec eflroi et horreur de
cetle plaie lamentable des fouctions qui n'ont pas de dérivées », et il aurait voulu
voir exclues du domaine des mathématiques toutes les recherches ot ces horrifigues
fonctions intervenaient. Or, dans ma Nole, je considérais des fonctions gui n’avaient
pas, nécessairement une dérivée. Pour beaucoup de mathématiciens, je devins
I'homme des fonctions sans dérivée, encore que, 4 aucun moment, je ne me sois
attaché 4 1'étude ot & la considération de ces fonctions. Et, comme I'horreur que
manifestait Hermite était ressentie par presque tous, dés que jessavais de prendre
part & une conversalion mathématique il se trouvail un Analyste pﬁur me dire ;

(*) Les numéros entre crochels renvoient & la lisle des publicalions,

-~
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« Cela ne peut vous intéresser. il s'agil de fonctions ayant une dérivée », el um
Géomélre pour répéler en son langage : « Nous nous occupons de surfaces ayant un
plan tangeni, ».

Darboux avait consacré son Mémoire de 1875 & lintégration ct aux fonctions
sans dérivée; il ne ressenlait done pas la méme horrear qu'Hermite, Pourtant, je
doute qu'il m’ait jamais pardonné enti¢rement ma Nole sur les surfaces applicables;
pendant longtemps, il ne s'inléressa guére & mes Mémoires sur U'inlégralion qui, en
un cerlain sens, prolongeaient cependant le sien, On raconte qu'en 1875, Darboux
fut quelque peu blimé de s'étre laissé aller & étudier de pareilles questions; soil &
cause de ces remontrances, soit plutdt & cause de la beauté et de limportance des-
problémes qu'il a ensuile abordés, Darboux ne it pas d’aulre incursion dans le
domaine des fonctions non analyliques. Les résultals si nombreux et si élégants
qu'il a oblenus ailleurs 'ont sans doute conduit, d’abord, 4 se [éliciter d’avoir aban-
donné I'étude des fonctions générales de variables réelles, ensuite 4 considérer que
ceux qui s'appesantissaient dans cetle étude perdaient leur temps an lien de le con-
sacrer & des recherches utiles.

Bien que, d'un certain point de vue lhéﬂriqﬁﬂ, toute recherche consciencieuse:
soit ulile, I'histoire des Sciences nous montre gue de nombrenses éludes ne le furent
pas praliquement, parce qu’elles ne vinrent pas & leur heure. On s'accordait généra-
lement & trouver prématurée I'étude des fonctions de variables réelles.

M. Borel, qui a toujours beaucoup esperé de la théorie des ensembles, a été, je
crois, le premier & penser que mes travaux auraient une utilité en quelque sorle
pratigue. Il I'a, en toul cas, pensé bien avant moi; je me vois encore hésitant avant
de me décider & présenter, comme thése de Doclorat, le Mémoire on j'ai abordé
presque toules les recherches que j'ai développées par la sunile. Je sentis bien, dés
le débult, que de lelles études élaient utiles; je n'aurais su dire dans quelle mesure
elles I'étaient. Un peu plus tard, en 1903, j'insistais sur la nécessité de ces études
dans la préface de mes Legons sur Ulntégralion. Dans une analyse de ce livre,
M. Picard, tout en m’encourageant comme il 1'a toujours fait depuis le premier
jour, laissait percer quelque inquiétude au sujel des exagéralions possibles de la
tendance que je représentais.

Plus tard encore, en 19og, pour ceux qui conlinuaient 4 contester I'utilité de mes
travaux, M. Painlevé, & l'occasion d'une importante communication de M. Denjoy,
terivait dans les Comples Rendus : u Il convient de signaler le rdle joué dans ce
résultat, par 'extension, due & M. Lebesgue, de l'intégrale définie. Griice & cetle:
opéralion, que nombre de géométres trouvaient artificielle el trop abstraite, une
question naturelle, une question fondamentale, qui restait indécise 4 I'entrée de la
thiéorie des fonctions uniformes, est aujourd’hui tranchée. »

Ces préventions contre les études sur les fonctions de variables réelles, si réi]:m-
dues que je les ai retrouvées presque chez tous — chez cenx qui avaient fait de
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telles études, chez ceux qui m'avaient constamment encouragé, ainsi que chez moi-
méme — Glaient-elles entitrement dépourvues de fondement? Jusqu'h ces derniers
Aemps, la plupart des travaux sur les fonctions réelles, ceux concernant les séries
Lrigonomélrignes exceplés, se réduisaient & des remarques, parfois trés élégantes,
mais sans lien, ne formant nul corps de doctrines et n‘ayant servi praliguement &
rien.

D'une part, beancoup d'¢noneés élaient négaltifs : grice & des exemples, souvent
trés ingénieux, on prouvail que telle définition, gue telle propriété, qui semblait
générale, ne U'est pas en réalité, el cela conduisait 4 des fonctions effarantes. On
pouvait donc prétendre, non sans apparvence de raison, que ces recherches avaient
quelque chose de déprimant, qu'elles étaient une école de doute et non d'action;
qu'an lien de dire aux jeunes, préts a s"élancer avec fougue : « Le terrain vous parait
siir, mais atlenlion | en réalité les obstacles et les précipices y abondenl », il edl été
préférable de pouvoir lear dire : « Ld ot vous ne voyez qu'obstacles et précipices,

_je vais vous montrer le terrain sir. »

On cherchait bien, d'autre part, des énoncés posilifs. Malheureusement, une
propriété ou une définition ayant été reconnue spéeiale, cherchait-on & la générali-
ser, qu'on aboutissail trop souvent i une nolion certes nouvelle, mais ne servant &
rien d'autre qu'a &tre définie; tel avait é1¢ le cas pour la nolion, cependant si natu-
relle, d'intégrale par excés ou par défaut, due & Darboux. Cherchait-on les fonctions

les plus générales possédant une certaine propriélé on auxquelles s'appliguait une

certaine définition, qu'on aboutissail & une classe de fonclions, variable avee la pro-

priété ou la définition envisagée, et (ui, par suite, ne pouvait s'introduire naturel-
lement dans aucune recherche; tel avail été le cas pour la classe des fonclions inlé-
grables au sens de Riemann.

On en était encore & la phase observation; on explorail I'amas désordonné des
fonctions pour y découvrir des catégories intéressantes, mais, comme on ne savait
pas expérimenter sur les fonclions, c'est-d-dire calculer avec elles, s'en servir,
on manguait totalement de critéres pour juger qu'une catégorie élait inléressante.
Sans nier la portée que pourraient avoir plus tard les diverses recherches auxquelles
je viens de faire allusion — et gu’elles ont en cffel maintenant — on pouvait donc
penser qu'il y avait plus pressé et qu'il convenait de suspendre ces recherches jus-

-qu'au moment ol leur nécessité s'imposerait.

En dépit de Uindifférence et parfois de l'opposition manifestées 4 1'égard de la
théorie des fonctions de variables réelles, cette théorie se conslituait sans qu'on s'en
rendit compte, grice aux études spéciales, mais peul-élre surloul grice i l'analyse

.classique. De plus en plus souvent, en effet, il arrivait, comme cela s'élail produit

autrefois pour les séries trigonométriques, que l'on rencontrait des fonctions dont
I'analylicité n'avait pas besoin d'étre supposée. Il en est ainsi, par exemple, dans
I'étude des solutions des équations différentielles faites par la méthode de Cauchy-
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Lipschitz on par celle des appmxim&tinns successives de M. Picard; dans la plupart
des solutions du probléme de Dirichlet et des problémes analogues; dans la réso-
Intion des équations intégrales. Parfois, certaines des données ou des solutions
pouvaient étre ou méme étaient nécessairement des fonelions discontinues; il en est
ainsi pour les deux derniers problémes que je viens de citer, pour cerlaines ques-
tions d’hydrodynamique ou du calcul des variations; d’autres fois, comme dans
une guestion étudide par M. Borel, la solution est bien continue, mais elle est né-
cessairement non analytique. On se familiarisait ainsi avec cette idée qu'une discon-
tinuité, une singularité n'est pas néeessairement une monstruosité.

D'auntre part, des recherches comme celles de Poineard sur la forme des inté-
grales riéelles des équations différentielles, ou celles de M. Hadamard sur les géodé-
siques, montraient quelles conséguences loinlaines el importantes pouvaient résulter
du fait qu'une fonction réelle posséde ou non une certaine propriété. On apprenait
ainsi lentement & regarder ces fonclions réelles, & discerner qu'd leur sujet, tout
aussi bien qu'an sujet des fonctions analytiques, bien des questions fondamentales
devaienl étre posées. La méthode directe du calcul des variations, a laquelle resle-
ront attachés les noms d'Arzeld et de M. Hilbert, I'étude des développements déduits
de I'équation de Fredholm allaient poser nombre de ces problémes.

On se trouvail d'ailleurs, et depuis peu de temps, en possession d'un onlil indis-
pensable : la théorie des ensembles de points. Dés le début de cette théorie, Cantor,
du Bois-Reymond, par exemple, en firent des applications aux fonctions réelles.
C’est cependant surtout dans I'étude des fonctions de variable complexe qu'on l'avait
utilisée; IE% auleurs @ ciler seraienl nombreux depuis M. Millag-LefTler jusqu’a
Poincaré, jusqu’ad MM. Borel, Goursal, Painlevé, par exemple.

Les modes de raisonnement qui intervenaient dans ces recherches furent, dans
la suite, appliqués & la théorie des fonctions de variables réelles. C’est pourguoi,
avant d’avoir rien publié sur les fonctions de variable réelle, M. Borel avait déji
rendu les services les plus éminents & la théorie de ces fonctions en introduisant
des notions, comme celle de mesure, donl le rdle a élé capital et surtout en inaun-
gurant certains modes de raisonnements, par exemple en nous apprenant qu'on
peut souvent uliliser un ensemble dénombrable exactement comme s'il ne contenait
qu'un nombre fini dobjels [6].

En osanl incorporer certaines parties de la théorie des ensembles dans son cours
de I'Ecole Polytechnique, Jordan réhabilitait en quelque sorte celte théorie; il aflir-
mait gu’elle est une branche utile des mathémaliques. 11 faisait plus que 'affirmer,

il le prouvait par ses recherches sur la mesure des aires et des ensembles, sur I'inté-

gration qui, comme ses études sur la rectification des courbes, sur les séries trigo-
nométriques, sur I'analysis situs, ont si bien préparé cerlains travaux, les miens en

particulier.
M. Iiené Baire fut le premier & consacrer loule son aclivité mathématique 4 la
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théorie des fonclions de variables réelles; il sut y trouver le sujet de recherches
longues el fondamentales. On ne dira jamais assez l'importance des travaux de ce
savant dans la genése du mouvement acluel; c’est 4 sa fine analyse que nous devons
de savoir discerner tant de propriétés qualitatives des fonctions, et les faire inter-

_venir dans nos raisonnements. De plus et surtout, M. Baire a établi une sorte de

hiérarchie des fonctions; les fonctions qu’il a ainsi classées, les fonctions de Baire,
comme les appelle M. de la Vallée Poussin, comprennent toutes celles qu'on avait
nommdées jusque-ld, méme ces fonclions si étranges qu'on avait formées comme
exemples des singularités les plus inattendues. L'importance des fonctions analyti-
ques vient de ce gu'elles forment une famille cohérente en ce sens que, lorsqu'on’
calcule & parlir de fonctions de cette famille, on oblient comme résultat une fone-
tion de la méme famille, du moins le plus souvent. Les fonctions de Baire forment
une famille cohérente an méme titre; pour elles, la propriélé indiquée ne sounflre
méme plus d'exception. Dans bien des questions, il n'existe aucune famille naturelle
de fonctions plus vaste que celle des fonctions analytiques et moins vaste que celle
des fonclions de Baire.

On pent dire que I'analyse classique visait surtout I'étude des fonetions analyti-
ques; I'étude des fonctions de Baire est le domaine de I'analyse moderne. Les tra-
vaux qui se rapportent & cette nouvelle analyse se rangenl en deux calégories :
travaux relatifs & la représentation des fonctions, travaux relatifs anx caleuls sur les
fonclions. Les beaux Mémoires de M. Baire appartiennent & la premiére catégorie;
aprés lui, je me suis occupé aussi de ces queslions, mais c’est senlemenl de ceux
de mes travaux qui se rangent dans la seconde catégorie que je parlerai ici.

Jai dit qu'on ne savait pas calculer avec les fonctions générales; on savait bien,
Jix) élant donnée pour @ = x,, utiliser le nombre f(x,) dans une addition, par
exemple; mais cela c'est caleuler sur un nombre el non sur une fonction, c’est faire
de l'algébre et non de 'analyse. Les opérations porlant vraiment sur les fonctions,
celles of les fonclions interviennent comme un tout et non comme un catalogue
de nombres & utiliser successivement, les opérations fonctionnelles comme on les
appelle, font intervenir simullanément loutes les valeurs d'une fonction. L'intégra-

']
tion el la dérivation sont des opérations fonclionnelles; pour calculer f Slx)de,
x i L

il faut connaitre f{x) depuis a jusqu'a b; pour calculer (&), il faut connaitre f(ix)
depuis @, — & jusqu'a @, + k. L
| Leibniz el Newton ont fondé I'Analyse parce qu’ils ont défini Uintégration et la
dérivation. Toules les opéralions fonclionnelles qui se sont ensuite introduites déri-
vent de ces deux 13, et ¢’esl pourquoi on continue souvent & diviser le calcul infini-
tésimal en calcul différentiel el en caleul intégral,
Pour que des fonctions puissent servir i quelque chose, pour qu'on puisse caleu-
ler avec elles, il faut avoir défini des opérations fonelionnelles qui s’y appliquent,

3

Notice sur les travaux scientifiques - page 13 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=13

2RI Sante

— 18—

ot le mieux serait évidemment de définir pour élles, tout d’abord, 'intégration et la
dérivalion. 'est précisément ce que j'ai en la bonne fortune de faire.

Partant de principes trés simples, j'ai rénssi 4 donner de l'intégrale une défini-
tion aussi facile & manier que celle relative aux fonctions conlinues, et qui, contrai-
remenl & ce qu'on aurait pu craindre, apporte des simplifications et non des com-
plications. Elle est pourtant si générale qu'elle s'applique & toutes les fonctions
bornées que 'on peut rencontrer, car la nouvelle opération s’applique & toute fone-
tion bornée rentrant dans la classificalion de M: Baire. Les fonctions ainsi intégra-
bles, les fonctions sommables, ne forment donc pas une classe artificielle et particu-
litre comme les fonctions intégrables au sens de Riemann. On ne connait aucune
fonction bornée qui ne soit sominable.

Malgré la grande généralité de l'opération de U'intégration, on peut définir pour
elle une opération inverse, ce qui pourtant n’avait pas é1é fait pour le cas plus sim-
ple de l'in tégration au sens de Riemann. Pour les fonctions d'une variable, cette
opéralion inverse est, presque en toul point, la dérivation ordinaire qui se trouve
ainsi étendue & une vaste classe de fonctions; avee quelque imprécision, on peut dire
i toutes les fonctions & variation bornée. Résultat assez curieux si l'on songe que
jusque-la on savait seulement qu’il y a des fonctions qui ont une dérivée et d'aulres
gui n'en ont pas. Sans doute, la classe des fonclions dérivables ainsi trouvée n‘appa-
rait pas avec ce caraclére de généralilé impressionnant que posséde la classe des
fonctions somimables, elle participe cependant de cette généralité : l'intégration
indéfinie de toute fonction sommable fournissant une fonelion & variation bornée,
Au resle, celle classe de fonclions n'est pas artificielle, car Jordan ne U'introduisit
dans la Science que parce qu'elle s'élail imposée avec nécessité dans les tudes sur
la reclification des courbes; enlre les mains de Jordan, elle a monteé tout de suite
son importance dans plusieurs queslions, dans I'élude des séries trigonométriques,
par exemple, j

Pour les fonclions de plusieurs variables, l'opération inverse de l'intégralion,
qu'on ne considérait guére, méme en ce qui concerne l'intégralion des {onclions
conlinues, esl encore une sorle de dérivation; elle s'npp!iqne a une famille naturelle
de fonctions : les fonctions d'ensemble qui sont A variation bornée.

En possession d'opéralions applicables &4 de trés vasles classes de fonclions, on
peut, dés lors, aborder bien des problémes; soit des problémes calqués sur coux de
I'analyse classique, soil méme des problémes de cette analyse qu’on avait laissé de
edté jusque-la parce que la considération des fonctions discontinues n'en pouvait
&ire écartée. Clest ainsi que mes reésultats sur l'intégration et la dérivation ont élé
ulilisés pour le caleul des fonclions primitives et pour I'étude de l'exislence des
dérivées; pour I'étude des séries de Fourier, des aulres séries trigonomélrigues et
des séries qui les généralisent; pour I'étude des intégrales singulidres et des déve-
loppements qui en résultent; pour I'étude des équations intégrales et des séries
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qu'on en déduit; pour 1étude du probléme de Dirichlet et de la représentation
conforme; pour U'étude du calcul des variations; pour I'étude des opérations fone-
tionnelles: pour Uintégration des différentielles totales et la recherche des condi-
ditions d’existence des fonclions analyliques: pour la construction de fonctions
analytiques donées de cerlaines singularités; pour I'élude des propriélés des fone-
tions analyliques au voisinage de leurs singularilés et, en particulier, pour I'étude
de la convergence de certaines expressions, comme la formule de Poisson, au voisi-
nage d'une ligne singulidre on sur cetle ligne, ete., par M= Grace Chisholm Young,
par MM. Caratheodory, Denjoy, Fatou, Fejér, Fischer, Fréchet, Fubini, Haar, Hahn,
Hardy, Hansdor(T, Hedrich, Hellinger, llobson, Dunham Jackson, Jerosch, B. Levi,
Lichstenslein, Lusin, Mazurkiewicz, Montel, Ch. -N. Moore, Plancherel. Picard,
Pierpont, Pompeiu, Pringsheim, Radon, Rajchmann, F. Riesz, M. Riesz, Severini,
Sierpinski, Steinhaus, Souslin, Toeplitz, Tonelli, de la Vallée Poussin, Van Vieck,
Vitali, Weyl, Young, et bien d'autres.

I1 est intéressant de noter que certaing de ces Auteurs n'ont publié aucun travail

relatif, spicialement, & la théorie des fonclions, mais que, pour la solulion d'un pro-

bléme posé par L'analyse, ils ont trouvé, dans cette théorie, des ressources qui leur
étaient indispensables; c'est ainsi que j'ai pu signaler, non sans fierté, M. Picard
comme élant 1'un de ceux qui utilisérent les notions nouvelles. Ces notions jouent
en effel un rile essentiel dans ses belles recherches sur les équations inlégrales
linéaires de premiére espéce.

D'autres Auteurs ont, au contraire, publié¢ des lravaux élendus relatifs aux fone--
tions de variables réelles. Au premier rang de ceux-ci, je tiens i signaler M. de la
Vallée Poussin, qui a fait faire tant de progrés 4 la nouvelle théorie el qui est le plus
autorisé el le plus écoulé de ses prolagonistes. Grice aux efforts de tous, la théorie des
fonetions de variables réelles a pris une importance telle que, dans de nombreuses
Universilés élrangéres, des cours spéciaux lui ont été consacrés. A ma connaissance,
de tels conrs ont é1¢6 professés en Allemagne, en Amérigue, en Angleterre, en Autri-
che, en Espagne, en llalie, en Pologne, en Russie, en Suéde, ainsi qu'en France, au
Collége de France. De nombrenx livees d'enseignement ont aussi é1é publiés: ils
sont dus & des savants allemands, américains, anglais, antrichiens, belges et italiens.
En France, plusieurs livres de la collection dirigée par M. Borel sonl consacrés &
ces sijels. Sans doule, autrefois, bien avant mes recherches par exemple, il existait
des ouvrages traitant de la théorie des fonctions, mais qui n'ont presgue rien de
comnmun avec les livrees actuels. Le Livre bien connu de mon Maitre Jules Tannery,
par exemple, est une simple Introduclion & la théorie des fonctions analyliques
d’une variable ; I'ouvrage classique de Dini prépare surtout I'étude de la représenta-
tion des fonctions continues & 'aide de séries analogues & celles de Fourier. Parmi
les différences entre lés ouvrages anciens el les ouvrages récents, je signalerai queé ce
n'est que dans ces tout derniers temps qu'on a commencd 4 voir dans les fonctions
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de plusieurs variables autre chose quune collection de fonclions d'une variable; la
représentation des fonctions de Baire, I'intégralion et la dérivation, et bien d'autres
problémes s'étudient direclement pour le cas de plusieurs variables et 1'on oblient
ainsi des résultats essentiels qui anraient é1é cachés si U'on s'était borné & considérer
les fonctions d'une variable fournies par les fonctions de plusieurs variables étudides,

La plupart des trailés signalés plus haut sont spécialement consacrés i la nou-
velle théorie, mais il s'en trouve aussi ol certaines parties de cetle théorie nouvelle
sont exposées & cOté de Chapitres traitant de I'Analyse elassique. Ce sont ces ouvra-
ges que je préfére; il ne faul pas qu'une Analyse dissidente grandisse en voulant
ignorer I'Analyse classique; il faut que celle-ci s'incorpore les plus féconds résultats
des recherches récentes. C'est peut-étre & cause de cette préférence, qu’en voyant la
place considérable que liennent mes travaux personnels dans certains traités volu-
mineux consacrés & la nouvelle Analyse, j'ai parfois pensé que leurs Auleurs exa-
geraient. _

Insister sur cetle impression serail lrop contraire au but de cette Notlice; je
reviens & ce bul en faisant observer que mon activilé ne s'est pas limitée & des études
connexes i l'inlégration et & la dérivation, les seules auxquelles il sera fait allusion
dans cette Introduction. Je venx cependant dire ici que loutes mes recherches ont ce
caraclére commun de procéder d'une vue directe, el en quelque sorte géoméltrigue,
des problémes étudiés. Ce caraclére a été assez généralement méconnu et I'on emploie
souvent le qualificalif « abstrait » en parlant de mes Leavaux, comme on I'emploie
d'ailleurs toujours dés qu'il s'agit d’applications de la théorie des ensembles. Certes,
dans cette théorie, il y a des parties abstraites; on les place volontiers au début,
aussi, ceux qui n'ont fail qu'éborder I'élude des ensembles et I'ont ensuite aban-
donnée, gardentl-ils le souvenir de considéralions abstraites, comme ce serait le cas
pour celui qui n'aurait pas poussé 'étude de I'Analyse plus loin que la définition
des irrationnelles. Mais ¢'est la considération des ensembles de points qui a jusqu’ici
servi presque uniquement; or un ensemble de points est une figure géomélrique au
méme tilre qu'un polygone. La notion de variable réelle, ¢’est-a-dire de nombre irra-
tionnel quelconque, est aussi d'origine géométrique; un professeur n'exposera
Jjamais celle notion sans s'aider d'une figure qu'on peut, du point de vue logique,
déclarer inutile et méme nuisible el qui, pour beaucoup d'esprils, est cependant
pratiquement indispensable & la compréhension. La base de la théorie des fonctions
de variables réelles étant de nature géométrique, comme l'outil qu'on ¥ emploie, on
ne doil pas s'étonner que son étude s'apparente 4 celle de I'espace, 4 la géométrie de
situation, et méme A la géométrie ordinaire, qu'on y utilise souvent les mémes rai-
sonnements et les mémes figures.

Les développements analytiques ont pris en mathématiques une place telle que
nous oublions volontiers qu'ils ne sont qu'un moyen et non un but ; peu i peu, nous
considérons les symboles du calcul comme les seules réalités; toute recherche on il
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¥ & du caleul est, sans hésitation, déclarée concréte, tandis que les autres sont gqua-
lifiées d’abstraites. On classe dans la géométrie des mémoires ol tout est formel, o
T'on part de formules pour arriver & des formules, oil tout se passe dans le domaine
complexe, mais on exclut de la géoméltrie des recherches, comme celles de Jordan
sur les courbes fermées, dans lesquelles on étudie, sans symboles interposés, des fails
du monde presque sensible de la géomdétrie. Si l'on'n':ngit contre ces habitudes d'es-
prit, on reconnaitra que les nouvelles recherches sont bien d'essence géométrique,
qu'elles ne sont pas abstraites, mais parfois trds délicates, parce qu'il y faut faire
altention & des fails géomdétriques non considérés jusque-li, qu'il y faut déduire lon-
guement 4 partir de distinclions inhabituelles, que I'on qualifie de subliles, parce
qu'elles sont fécondes alors qu’on les croyail puériles et sans portée, i

Plus tard, on inventera sans doute des algorithmes qui permetiront une étude
analytique des fonctions de variables réelles, ce sera un grand progrés; pour l'ins-
tant, notre seule ressource est d’imiter les modes de raisonnement de la géométrie
dite synthétique. Dans tout le cours de mes études, je me suis tonjours particulidre-
ment intéressé aux raisonnements ol n'intervenail aucun mécanisme analytique;
c'est sans doute & cette prédilection que je dois d’avoir pu m'inscrire aprés Darboux,
Jordan, M. Baire el M. Borel, comme l'un des fondateurs d'une théorie dans 1'édifi-
calion de laquelle notre Pays lient la premiére place.
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INTEGRATION ET DERIVATION

Bien que mes travaux aient surtout porté sur Uintégrale délinie, ils m'ont conduit
& envisager la notion d’intégrale indéfinie sous un aspect nouveau. Sans respecter
V'ordre e mes recherches, je vais tout d'abord exposer cette notion, en me bornant
an cas des fonctions continues. Elle prend alors une signification physique si claire
qu'il aurait été sans doute habile de ma part de ne faire voir ce cas particulier qu'au
travers de la complexité du cas général. Mais le Lecteur se dira qu'une nolion n'n -
toute son ulilité qu’an moment ol on I'a assez bien comprise pour arriver 4 croire
gu'on I'a toujours possédée et pour élre devenu incapable d'y voir autre chose qu'une
remarque banale et immédiate. La forme que je donne i la notion d'intégrale indé-
finie est, & la vérité, trés banale et j'ai eu tort de la déclarer nouvelle, car c'est la plus
ancienne de toules. Les Mathémaliciens ne s’en étaient écartés que pour des soucis
de rigueur et pour des raisons de commadité, En ¥ revenant, on groupe bien les
diverses formes d’intégration que I'on est acluellement obligé, dans les Cours, d'étu-
dier successivermnent.

L'examen préalable de Uintégration des fonclions continues préparera et abrégera
I'exposé de mes travaux sur Uintégration des fonclions discontinues. D'ailleurs, il ne
sera peut-étre pas indifférent au Lecleur, au moment o il arrivera aux parties déli-
cales de la théorie, d'avoir élé averli que le but vers lequel on I'entraine est simple
el qu'il n'y a, dans toutes ces recherches, que l'analyse malhématique d'une des
donndes de la physique.

Intégration des fonctions continues.

L'intégrale définie. — Lorsqu’on ouvre un traité danalyse, on est frappé de la
place qu'y occupent les définitions des diverses intégrales de fonctions conlinues que
I'on considére : intégrale simple, intégrale curviligne, intégrale double, intégrale de

-surface, inlégrale mulliple, intégrale étendue a une variété. Pourtant, il s'agit bien

il'une nolion unique, car, dans les applications, dans le caleul de la masse ou des
coordonndées du centre de gravité d'un corps, par exemple, on ne dislingue pas, on
I'on dislingue d'un seul mot, les cas d’'un corps & lrois dimensions, d'une lame ou
d’'un fil, et I'on n'éludie pas'séparément les fils rectilignes et les fils curvilignes, les
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lames planes et les lames ganches. Dans ces applications, il y a loujours un support
géomélrigue, un corps, par rapport auquel on intégre et une fonction continue définie
pour les poinls de ce corps, une fonction de point f(P). etl'intégrale s'obtient comme
la limite de valeurs approchées calculées par le procédé classique suivant : on partage
le corps en petils corps partiels, dans chacun d'eux, on choisit un point; ainsi, on
choisira le point P, dans le corps dont m, est la mesure (longueur, aire on mtume):l

_ o
la valeur approchée de lintégrale est Emif(P,}. 11 ¥ a donc bien une définition

commune & toutes les intégrales; pourquoi ne la pose-t-on pas une fois pour toules?
c'est que les nombres m, sont eux-mémes définis par des intégrales, saul dans le cas

- on il s'agil d'une intégrale simple. L'exposition classique esl en parfait accord avec
celte tendance & tout construire logiquemenl & partir de l'idée de nombre, qui
remonte & Descartes; en se servant de coordonnées, Descartes ramenait en effel toute
géomdétrie & la géométrie de la droite, ¢'esl-i-dire & la notion de nombre. Sans renoncer
i ce souci logigue, on pourrait faive, sans emploi d'intégrales, une élude des divers
nombres m,, paralléle & celle que L'on fait, grice & la définition des incommensura-
bles, quand les m, sonl des mesures de s»egmcht.-s, et donner ainsi plus d'unité et de
simplicité au début du ealeul intégral.

Dans le cas d'une intégrale simple, la valeur approchée s'écrit :
1 u 2
Lf(pl}”*x — Lf'r:lj (wj i J:,} ¥

%, ¢tantlPabscisse du point P, de U'intervalle (i, , &) donl la mesure est m, =« —x,.
Dans cette eipms&ion. la variable @ a un triple rdle : 1 Les valeurs & = %, serventd
déterminer les poinls P,; 2 les valeurs @ servent i déterminer le domaine total et
les domaines partiels considérés; 3° les nombres x, , — x, sont les mesures des
domaines partiels. Lorsqu'il s'agit des aulres catégories d'inlégrales, les variables ne
jouent plus que le premier de ces trois roles. Celle remarque va nous conduire i la
notion d'intégrale indéfinie.

Pour une fonction de plusienrs variables, f(x, ¥) par exemple, on ne considére

généralement pas d'in tégrale indéfinie bien que 'on appelle (quelquelois de ce nom (")
la fonction :

0 P = [ fa ydedy + 5% +4(Y),

S sh propri s SHTIE Rl b rbsnThlas pad os Toraroley s

@) S sy dmay — F(b, 8+ F(a, ) — F(h o) — (@ ),
© o=,

(*) Yoir, par exemple, le Cours d'Analyse mathémalique de M. Goursal, tome 1, page 3og.

Notice sur les travaux scientifiques - page 19 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=19

@RI Sante

—i

Malgré la premiére de ces propriélés, cetle fonction apparait comme relativement
pen lide & U'intégrale définic; son véritable rdle, qui est relatif 4 la propriélé (3), se
manifeste dans U'intégration des éguations aux dérivées partielles du second ordre
du type hyperbolique. Dans ses rapporls avec l'integrale définie, l'intégrale indé-
finie F(X) d'une fonction f(x),

% F(X) = ‘[x;(‘,;)ax +C,

a pour role principal de faire connaitre lintégrale définie de f(x) pour n'importe
quel domaine d'intégration, grdce i I'égalité

. b
(2" ‘[ Jlxyde = F(b) — Fla),

F(X) apparail en quelque sorte comme un réperloire dans lequel on peal lire immé-
dialement n'importe lagquelle des intégrales définies de f(x). Une fonction de deux
variables ne peut élre le réperloire analogue pour la lonetion flx, y), puisque les
variables ne peuvent jouer le role du 2° : elles ne peuven I déterminer un domaine.
Mais la forme du répertoire importe peu, c’est la conceplion de ce répertoire qui est
toul; nous appellerons donc inlégrale indéfinie de fix, ) la correspondance entre un
domaine D el Uintégrale définie de flax, y) dans D . C'est la fonction de domaine (D).
Les mots défini et indéfini ayant 1e sens de déterminé et indéterming, une intégrale
est définie ou indéfinie, suivant qu'elle est ¢lendue & un domaine défini ou indéfini.

Si fax, y) est une densité, $(D) est la masse du domaine D; si fi, ¥) esl une
vitesse normale, (D) est le débit & travers la sucface ID; si f(2, ¥) est une pression
en un point, (D) est la pression totale sur D; B (D) pent &tre aussi une quantité de
chaleur, une charge électrique, ete... On voil, par ces exemples, que les fonctions de
domaine ont un sens physique trés clair : ce sont les nombres qui mesurent des gran-
deurs. A cel égard, ces nombres s'introduisent en physique plus primitivement
méme que les fonctions de point, lesquelles ne servent le plus souvent qu'a dialonner
des qualités. Initialement, en effet, une densilé, une vitesse, une pression en un pdinL
étalonnent des qualilés, des états, comme une température ou une densité électrique;
elles permettent de distinguer des corps plus ou moins denses, des écoulements plus
ou moins rapides; ete... Il arrive fréquemment, il est vrai, que l'on puisse préciser
assez l'étalonnage primitif pour arviver & définir ce qu'on appelle une grandeur
dérivée; mais, lorsqu'on y arrive, ¢’est lonjours par I'intermédiaire d'une fonction de
domaine. Le plus souvent méme par I'intermédiaire de la fonction de domaine @ (D)
qui est I'intégrale indéfinie de la fonction de point J(P) considérée; dans ce cas,
V'optration consiste & prendre autour de P un petit domaine 3 de mesure u, puis &
calculer la

(4) - limite f(I'), pour u tendant vers zéro, de L] :

e
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Lorsque les domaines D sont les intervalles d’une droite, on a la définition ordi-
naire de la dérivée; dans lous les cas, celte sorte de dérivation est 'opération inverse
de l'intégration des fonctions continues.

Représentation des intégrales indéfinies. — 1l peul parailre surprenant que, les
fonctions de domaine s'introduisant en physique plus primitivement méme que les
fonctions de point, ce soient cependant ces dernidres seules gui aient é1é considérées.
C'est que les fondateurs de 'analyse étaient habitués & manier des expressions algé-
briques. Or, bien que 1'on n'ait jamais entiérement confondu fonclion et expression,
que la distinction entre ces nolions soient au fond de bien des queslions soulevées
au cours de la longue querelle des cordes vibrantes, qu'elle apparaisse, méme avant
Descartes, dans la séparation des courbes en mécaniques et géométriques, ce n'est
que vers la fin du dix-neuviéme siécle qu'on s'est habitné a raisonner sur des fone-
tions sans s'occuper de savoir si I'on en possédait ou non une représentation & l'aide
des symboles habituels. Nous n"avons aucune expression des fonctions de domaine ; on

~ne comprend méme pas comment, actuellement, on pourrrait en trouver une puisgue
nous ne possédons aucun systéme d’algorithmes propre & la déterminalion et & Ia
représenlation des domaines. Pourtant, la fonction F(X, Y), définie par I'égalilé (1),
que j'ai appelée I'intégration indéfinie exprimée 4 I'aide des coordonnées X, Y, per-
met le caleul approché de (D) dans tout domaine D et peut, par suite, étre consi-
dérée comme une expression de @(D); en effet, 'égalité (2) fait connaitre I dans
certains rectangles, puis, par addition, on en déduit & dans des domaines aussi voi-
sins qu'on le veut duo domaine D donné.

D'une fagon plus générale, si, dans la famille des domaines D, nous délimitons
une famille spéciale de domaines dépendant de k paramétres, (D) deviendra une
fonclion de ces k paramétres. Au point de vue physique, celte fonction de & varia-
bles représentera, contrairement & ce que je disais plus haut, une vraie grandeur et
non une grandeur dérivée; mais si, mathématiquement, on pourra considérer cetle
fonction comme une fonclion de point, physiquement ce sera une fonction de domaine.

On s'assurera facilement que, dans tous les cas ol une fonction d'une ou de plu-
sieurs variables représente une vraie grandeur, cetle grandeur est attachée i un corps
étendu et non & un point; que c'est une fonction de domaine; on peut prendre pour
exemple la masse de 'ean contenue dans un réservoir, celle masse est une fonclion
de la hauteur du niveau de l'ean.

Ces fonctions de k variables donneront, si elles sont convenablement choisies des
représentations de 4 (D) équivalentes & celles que fournit la fonction F(X, Y). L'in-
convénient commun i toules ces représentations, c’est gu'elles sont artificielles;
F(X, Y) est relatif & un choix arbitraire d’axes de coordonnées et varie de fagon com-
pliguée dis que ces axes varient. En portant son attention sur & (D) elle-méme, on se
conforme & une tendance, en quelque sorte inverse de celle dont je parlais plus haul,

i
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qui s'est manifestée d’abord, avec Bobillier, par Vintroduction d'équations conden-
sées, ensuile par I'emploi des invariants, puis par l'utilisation de plus en plus fré-
guente des vecteurs et du caleul différentiel absolu. Clest la tendance 4 étndier les
questions de géométric et de mécanique plus direclement que ne le permet 'emploi
des coordonndes,

La considération de @ (D) se justifie encore par celle observalion : si, parlicula-
risanl les domaines considérés, on ne conserve, dans le cas du plan, par exemple,
que les domaines D limités par une courbe frontitre G, une fonction de domaine ()
est une fonction W(CJ de la courbe G, (D)= W(C). Les fonclions de domaine
rentrent donc dans la classe des fonclions de ligne introduites dans la Science par
M. Vollerra. Les travaux de ce savanl, ceux de M. Hadamard, et cenx de leurs éléves
onl montré le grand intérél de ces fonclions, nolamment dans le caleul des varia-
tions. L'opération de dérivation (4) est d'aillenrs bien la dérivation de U(C) par la
méthode de M. Yolterra.

Mais nos fonetions de domaine sont des fonclions de ligne trés particuligres. 8i, en
elfet, le domaine D est formé par la réunion des domaines D, D, D, ... .. . exlé-
rienrs les nng aux autres, on a pour toule intégrale indéfinie, ou pour toule grandeur
physique ayant pour support géométrique le corps D,

() B (D) = B(D) + BD) + ..... .

Je dis, pour cette raison, que la fonction d(D) est additive. Du point de vue phy-
sique, la division de D en corps partiels n'a de sens que si ces corps sont en nombre
fini; malhémaliquement, nous pouvons, an contraire, en application de lidée citée
de M. Borel, supposer que les D, forment une infinité dénombrable. Ainsi entendue,
I'égalilé (5) reste vraie pour les intégrales indéfinies; ce que nous exprimerons, avec
M. de la Vallée Poussin, en disanl qu’elles possédent 1'additivilé compléte el non
pas-seulement 'additivité restreinte. On peut aussi admettre que les grandeurs de
la physique possédent toule l'addilivité compléte; car il suflit pour cela qu'elles pos-
sédent l'additivité restreinte el un certain genre de conlinuité gu'on ne saurait
refuser aux grandeurs physiques.

Nous verrons que ce ne sont pas seulement les intégrales indéfinies des fonctions
conlinues qui possédent 'addilivité compléte, mais aussi toutes les intégrales indé-
finies et 'on peut dire que le résultal final des recherches sur I'intégration et la
dérivation est que loule fonclion de domaine, possédant les propriétés que nous recon-
naissons awe grandenrs physiques, peul étre considérée comme une intégrale indéfinie.
A chacune de ces fonclions de domaine 4'(D) on peut, an moyen d’une opération
définie par la relation (4) convenablement interprétée, attacher une fonction de
point f(P), définissant une sorte de grandeur dérivée. Ainsi 1'égalilé

ib = intégrale indéfinie de f,
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pourra étre considérée comme fournissant, par Uintermédiaire de f, la représentalion
de la fonction @, dans la mesure ol elle est possible en I'absence de lout algorithme
propre i la représentation des domaines; il fanl remarquer de plus, que I'opération
de dérivation i laguelle on semblait devoir renoncer, se tronvera élendue a lout ce
que j'ai appelé ici des grandeurs physigues. Ces conclusions seront précisées plus
loin.

Pour le cas des [onctions conlinues, la nouvelle conception de l'intégrale indé-
finie peut &tre commode; on ne saurail pourtant en allendre rien de vraiment neuf.
En fail, sans prononcer les mols « fonctions de domaine », on a loujours parlé de ces
fonctions dés qu'on s'est occupd de mesure des grandeurs. Cauchy appelle grandears
coexistantes ce que jappelle des fonctions d'un méme domaine, (D) et W(D); la
% (D)
(D) :
définir la dérivée d'une grandeur par rapport & 'autre. Cette définition est bien en
accord avec celle posée plus haut; mais elle est plus générale puisque je n'ai consi-
déré que le cas o la fonction W (D) est la mesure de D . :

L'opération inverse de la dérivation considérée par Cauchy est plus générale que
Uintégration étdiée jusqu'ici: c’est 'intégration an sens de Stieltjés.

considération de la limite du rapport

gquand D tend vers zéro, lui permet de

L'intégrale de Stieltjés dans le cas des fonctions continues. — En 1894, Stielljés
a introduit une nouvelle intégration des fonclions continues :

fJ'(sc}d[: (@) = lim W f(E) [, ) — a(@)].

Le second membre expligue suffisamment le sens de la nouvelle inlégration; la
valeur approchée pour l'intégrale de Stielljés ne différe de celle de ff(m) dz que

par le remplacement des mesures m, = x, , — x, des intervalles partiels par les
nombres m', = a(x, ) — alx,).

Des trois roles joués par la variable x dans les intégrales simples, elle continue
a remplir les deux premiers, mais le proctdé de mesure des intervalles doit étre
modifié de facon & donner, au lieu de la longueur m,, une nouvelle valeur m',.

Or, qu'est-ce que m,? C'est une fonction de domaines trds particulidre (la longueur)
qui jouit de I'additivité compléte, m’; est une fonction de domaine possédant néces-
sairement 'additivité restreinte; mais, pour gue la limile qui définit I'intégrale existe,
quelle que soil f{x) continue, il faut que m', posséde I'addilivité compléte, ce qui
exige que la fonction «(wx) doil & variation bornée. C'est dans ce cas que I'on s'est
toujours placé jusqu'ici. En considérant m', comme une fonction de domaine com-
plétement additive, on voit clairement ce que c’est qu'une intégrale : inlégrer une
fonction de point f(P) par rapport 4 une fonction de domaine complétement addi-
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tive m',, c’est chercher la limite des sommes E m’, f(P). Celle intégrale est dite de

Stieltjés, sauf si m', est la mesure ordinaire, auquel cas il s’agit d'une intégrale ordi-
naire. i

La notion d'intégrale de Stieltjés s'étend alors d’elle-méme aux fonctions conti-
nues de plusieurs variables; cette extension a éLé faite tout d'abord par M. Fréchel,
grice & un procédé différent que celui que je viens d'indiquer; MM. Radon et de la
Vallée Poussin ont au contraive employé ce procédé. On voit que lintégrale de
Stieltjés comprend comme cas particuliers non seulement les intégrales ordinaires,
mais aussi les intégrales curvilignes et de surface

-

ﬁf{z.y.z)d:c, f-é-j(m,y,z}-:h:dy.

pour lesquelles m’, égale d'une part x,,, —x,, d’antre part / dxdy. Celle no-
[

tion, étndiée an début des cours de calcul intégral, apporterait une grande simplifi-
calion dans l'exposition.

Si générale qu'elle soil, la notion d'intégrale de Stieltjds pent dtre généralisée
encore : MM. Hellinger et Radon ont ¢tudié des modes d’intégration qui rentrent
dans celui, que je crois aussi général que possible, qui serail défini par la considé-
ration des zommes de la forme

Y@y Qo eeer: mpmya i),

les P, Q, ..... élantdes points pris dans un des domaines partiels D, m,, m';, ... ..
étant les valeurs, pour D, de fonctions de domaine données; pour que la limile existe,
différentes conditions seraient nécessaires; il faul, en particulier, que f soit homo-
géne et de degré un par rapport i Uensemble des my, m';, m",, ..... . Cesintégrales
n'ont pas encore été éludices sous leur forme générale, mais on connait depuis long-
temps des grandeurs exprimées par de telles intégrales; par exemple, la longueur
d’une eourbe ou 'aire d'une surface,

f vz + dy + &2, f f Vdady) + (dydz) + (dzdey

rentrent dans la forme précédente avec trois fonclions de domaine m, m', m".
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Intégration définie des fonctions discontinues.

Intégrale définie. — Dés les premiers temps du caleul infinitésimal, on s'élail
apercu que les procédés de calcul, exacts ou approchés, d'une inlégrale conservaient
un sens pour cerlaines fonclions disconlinues et gque le nombre ainsi oblenu conli-
nuail & posséder les principales propriétés de U'intégrale. Pendant longlemps, en ce
qui concerne l'intégratlion des fonclions discontinues, on s'est borné & préciser les
remargues gqui 8'élaient ainsi offertes d'elles-mémes. Riemann présente encore ses
recherches comme une simple mise au point de ce qui est connu. Au reste, 'atten-
tion était beaucoup plus altirée vers la considération des fonctions qui ne cessaient
d'étre continues seulement en devenant infinies que vers la considération des fonc-
tions discontinues bornées qui sont bien plus maniables; c’est seulement pour les
fonctions non bornées que 1'on s'ingéniail & trouver des procédés d'intégration; je
cilerai, entre bien d'autres, les travaux de Jordan et de M. de la Vallée Poussin.

Soit f{x) une fonction bornée, formons pour elle la quantité Zfﬁl} (x,,, —x)=8.

Si, dans chague intervalle @, , — =, f(x) prend des valeurs peu différentes les unes
des autres, S variera peu quand on fera varier 3, ou quand on subdivisera les inter-
valles &, —,; c'est sur celte remarque qu'est basée la démonstration trés simple
de la convergence de 8 vers une limite, quand f est continue. Cette démonstration
subsistera évidemment si f, sans étre continue, est telle qu'en prenant des inter-
valles assez pelils on puisse arriver 4 n'avoir que peu de ces inlervalles dans les-
quelles f variera de fagon notable, Par exemple, si f n'a qu'un point de discontinuité,
il n'y aura qu'un intervalle on f variera beancoup, celui conlenant le point de dis-
continuité. '

La théorie de l'intégration au sens de Riemann n’est que le développement de
cette observation. Or, que I'on considére les fonclions dérivées quelconques, les
fonctions représentables par une série trigonomeétrique, les fonclions auxquelles se
réduit sur le cercle de convergence la partie réelle d'one fonction analytique, ele.,
on obtient des fonctions gqui ne sont pas nécessairement intégrables au . sens de
Riemann. Aucune des catégories de fonctions auxquelles I'analyse conduit naturel-
lement n'est justiciable du procédé de Riemann; c’est pourguoi ce procédé, guiaen
un réle philosophique considérable, n'a eu cependant aucune ulilisalion mathéma-
tique.

Que le procédé considéré, c'est-a-dire le proctdé d'intégration des fonclions conti-
nues, ne s'applique pas i des classes assez vastes de fonctions discontinues pour &re
pratiquement utile, cela provient de ce qu'il fail essentiellement appel 4 la propriété
de continuité. Si f(x) est continue, il est bien certain que, si £, doil varier dans un
trés petit intervalle (z,, @, ), f(5) varicra peu, puisque c'est 14 la définition méme
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de la continuité, laguelle établit une sorte de solidarité entre les valenrs voisines
de fix). Maig, dés qu'on abandonne Uhypolthise de la continuité, toute solidarité
disparait, et restreindre (i, &, ) w'enlraine pas nécessairement une restriction gquant
4 la variation de f(Z,): supposer le contraire, c’est admetire malgré tout nn certain
degré de continuité.

Nous voulons grouper les valeurs voisines de f(x)? Faisons-le. Pour cela, si les
nombres f(x) bornés, ont pour bornes extrémes m et M, divisons I'intervalle (m, M)
en intervalles partiels aussi petils que nous le voudrons, si (y,,y,,,) est I'un d'eux,
nons grouperons done toutes les valenrs de f(x) telles que l'on ait, par exemple,
¥y, < flz)<<y,,. Ces valeurs de f{x), s'il en existe, ne mi‘rcs]lon(lcnt en général
plus i des valeurs de & formant un intervalle, mais 4 des valeurs de » formant un
ensemble E , que j'ai désigné souvent par

Ely, < /(@) < ¥,..l,

en utilisant une notation qui se comprend d'elle-méme. A la place de la division de
l'intervalle d'intégration (a, b) en inlervalles parliels (@, 2, ), nousavons une divi-
sion en ensembles E;; quand Z, varie dans E, f(3,) ne peatvariergqu'entre y, ety .,
donc au plus de y, , —y,. Si donc nons savons atlacher aux E, des mesures m(E),
analogues aux mesures m, = x,  — x, des intervalles, nous aurons une somme

S= Ef(";,) m(E;) dont on démontrera gqu'elle tend vers une limile par le raison-

nement classique [48, 8, 85).

" Le probléme de la mesure des ensembles élant supposé résolu (voir plus loin),
nous avons li un procédé dintégration, applicable anx fonctions d'une ou de plu-
sieurs variables, dont le principe est aussi clair et aussi simple que lorsqu’il s'agis-
sait des seules fonclions continues. L'idée de ce procédé ne s'est pas présenlde tout
d'abord & mon espril aussi netlement que je viens de le formuler; mais j'y ai bien
été conduit par les simples remarques précédenles, assocides i d'autres que jai pri-
cisées en donnant & la définition de l'intégrale deux autres formes. Lorsque [(x) est
une fonction continue, si 'on joint chaque point de coordonnées @, y = f(z) i sa
projection @, y = o par un segmenlt de droile, ces droiles couvrent des domaines:
les uns, I, sont au-dessus de Ox; les aulres, N, sonl au-dessous. m(P) et m(N) dési-
gnent les aires de ces domaines, Uintégrale est

(6) f = m(P) — m(N).

Si f{x) n'est plus continue, P’ et N sont des ensembles, et, par 'emploi des mesures
de ces ensembles, on peut définir 'intégrale précisément par I'égalité (6) ; cette défi-
nition concorde avec ln précédente [8]. La seconde définition exige plus d'explica-
tions.
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On dit souvent que les définitions sont libres. Certes, pourtant aucun mathéma-
ticien ne consentirait i appeler intégrale un nombre ne jouissant pas de cerlaines
propriélés particulidrement importantes et simples de Lintégrale des fonctions
continues: énoncer ces propriétés c'est, si elles sont en nombre suffisant pour déter-
miner l'intégrale, donner une définition descriptive de 1'intégrale. 11 reste ensuite &
I'utiliser pour obtenir un procédé de caleul, une définition constractive de Uintégrale.
J'ai employé cette méthode non seulement pour l'intégrale, mais pour la mesure des
ensembles et dans bien d'autres circonstances; elle m'a été suggérée par la lecture
de 1a thése de M. Drach et de U'Introdnction i la théorie des nombres et i I'Algébre
supérieure qu'il a publiée en collaboration avec M. Borel, daprés des legons de
J. Tannery. Je tiens & dire ici toute U'influence que les idées de M. Drach ont eu sur
les miennes. Postérieurement aux recherches de M. Drach, M. Hilbert a utilisé les
définitions descriplives dans ses études sur les fondements de la gtométrie.

Voici la définition deseriptive que j'ai donnée [85] : lintégrale d'une fonction
bornée f(x), définie dans un intervalle fini (a, b), est nn nombre fini f_f{aﬂda:.

Jouissanl des propriélés suivantes :

1" Quels que soient a, b, h, on a;

_[ " Hw)de = _/: f’:h fla + Wdx;

+" Quels que soient a, b, c, on a:

-[:.f(:-:}a'm + /ffl[.-x:}r!.r e fllf(m)dw = 0}

3¢ Quels que soient [(x) et ¢(x), on a :

Svr@ s = [ r@in+ [ s@e;

4 Siltonaf>oetb=a,ona:

fb‘f(m}d;l: ,},- o]

i) f‘[Ktﬁ¢=|;

6° Si f(x) tend en croissant vers f(x), l'intégrale de f, () tend vers celle de [(x).

Tandis que les deux définitions précédentes montraient que la nouvelle notion
d'intégrale est naturelle, celle-ci montre qu'elle est nécessaire el non arbitraire. Des
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condilions posces, la condition 6° est en effet la seule a laquelle on consentirait peut-
élre i renoncer. Encore, si I'on considére gue dans les conditions indiguées, les
intégrales de f,(x) tendent nécessairement vers une limite, on ne voit gudre qu'il soit
possible d'accepter que cette limite différe de U'intégrale de ;,J"(:'.-:).

Aprés mes travaux, bien des définitions équivalentes anx miennes ont été pro-
posées; en particulier par MM, Borel, Egorofl, Lusin, F. Riesz, Weyl, W.-H. Young.
L'une des définitions de M. Young, particuli¢rement intéressante parce qu'elle s'éloigne
beancoup des précédentes, utilise, comme beaucoup de travaux du méme Auleur, la
notion de suites monolones, c'esl-d-dire de suiles qui, comme celle des /, considérée
plus haut, sont constamment croissantes on constamment décroissantes,

La mesure des ensembles. — Voici la définition descriplive de la mesure : la
mesure d un ensemble Y esl un nombre m(E) posilif on nul satisfaisant aux condilions
suivanles :

1" Dewx ensembles dganx onl méme mesure;

2® Un ensemble E formé par la réunion d'ensemble E ,E,, ..... sans points com-
muns dewx d dewr, a powr mesare la somme des mesures des ensembles composants ;

3* La mesure de Uensemble des poinls o<Zi<"1 (on o<Zw <"1 avec o<y<1,
o o< m<_1, 0<_y<_1, o<_z<_1, elc., suivanl le nombre des dimensions) es!
égale a 1.

Cette définition est celle i se présente naturellement & I'esprit; sans étre énoncée,
elle a 61é utilisée par Canlor et par Jordan. M. Borel I'a au contraire formulée. Antlé-
ricurement, M. Hadamard I'avait donnée explicilement pour le cas plus élémen-
taire o I'on considére seulement des polyndmes ou des polyédres : la mesure est
alors I'aire ou le velume.

Avec le langage précédemment adoplé, nous pouvons dire que la mesure est une
fonetion d’ensemble possédant la propriété d'additivité; mais il y a & cet égard une
différence cssentielle entre la significalion donnée par M. Borel & la propriété a° et
celle que lui donnent les autres Auleurs. Tandis que cenx-ci n'avaienl pensé qu'i
I'additivilé restreinte, c'est-A-dire an cas d'un nombre fini de K, M. Borel admet
que les E, peuvent &tre en infinité dénombrable : il astreint la mesure & posséder
Iadditivité compléte.

La théorie actuelle de la mesure des ensembles a pour base la définition descrip-
tive posée par M. Borel. Cela sullit pour que M. Borel soil le fondaleur incontestable
de celle théorie. Je l'ai rappelé autrefois [23], je 'ai redit récemment [6] en méme
lemps que je précisais quel avait été mon rdle dans I'édification de la théorie com-
pléte; réle qui m'a valu 'honneur de voir mon nom associé & celui de M. Borel dans
la dénomination usitée généralement de « théorie de la mesure de Borel-Lebesgue ».
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Partant de la définition descriptive de M. Borel, j'en ai déduit une définition
constructive en procédant exactement comme le faisait Jordan, mais en considérant
une infinité dénombrable de domaines 1d oh il s'astreignait & n’en prendre qu'un
nombre fini. 8'il s’agit d’ensembles plans tous compris dans un carré C; pour me-
surer un ensemble E, j'enferme E dans une infinité dénombrable de carrés et j'ap-
pelle mesure extérieure de E, m (E), la borne inférieure de la somme des aires de
ces carrés; j'obliens de méme m (F), F étant formé par les points de C ne faisant
pas parlie de E. La mesure intérieure de E est m,(E)= aire de C—m (F). Un en-
semble E pour lequel m (E)=m(E) est dit mesurable et la mesure de E est la
valeur commune m(E) de m_(E) et m (E).

Tai démontré que le nombre ainsi construil vérifie bien toules les conditions du
probléme de la mesurt : ce probléme est donc possible pour les ensembles mesu-
rables.

C'élait 14 la premiére démonstration de la compatibilité des conditions impasées
i la mesure par M. Borel. Revenant sur la question de la mesure en 1905, M. Borel
renvoie & mes travaux pour la démonstration de cette compatibilité.

Au cours de ma démonstralion, j'ai prouvé que si I'on prend l'ensemble des
points appartenant & I'nn aun moins des ensembles mesurables donnés E,E, .....
(somme d’ensembles) ou 'ensemble des points appartenant & la fois & lous les en-
sembles mesurables, E, E, ..... (produit d'ensnmblesj, on obtient un ensemble
mesurable, que le nombre des E,, soit fini ou dénombrable; et j'en ai conclu, dés
ma premiére communication, que cetlte famille d’ensembles était si vaste qu'elle
suffirait & I'intégration de toutes les fonctions, de Baire, qu'elle comprenait tous les
ensembles mesurables au sens de Jordan. Au conlraire, voici ce que disait M. Borel
des ensembles auxquels il avait appliqué sa définition, et que j'appelle les ensem-
bles mesurables B. « On comparera avec fruil les deéfinilions gque nouns allons
donner avec les définitions plus générales que donne M. Jordan dans son Cours
d’Analyse. Le probléme que nous étudions ici est d'ailleurs tout différent de celui
qu’a résoln M. Jordan. » Et encore : u En renoncant ainsi & définir la mesure pour
un ‘ensemble goelcongne, on conslitue une théorie moins générale, c'est-d-dire
s'appliquant & des cas moins élendus, mais plus précise dans les cas ol elle s'ap-
plique. »

Comme les ensembles mesurables B sont ceux qui s'obtiennent & partir des in-
tervalles (dans le cas des ensembles linéaires seul considéré par M. Borel) 4 l'aide
d’addilions et de multiplications, ces ensembles sonl mesurables par mon procédé
et la compalibilité des conditions imposées & la mesure est démontrée pour eux.

Postérieurement [61], j'ai prouvé que la considération des ensembles mesura-
bles B suffisail pratiquement, que, contrairement & ce gque croyait M. Borel, tous les
ensembles qu'on rencontre rentrent dans la catégorie de ceux qu'il nous avait appris
a mesurer. Aprés mes travaux, M. Borel a pu appeler ensembles bign définis ceux;

o
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que j'appelle les ensembles mesurables B. Jai été le premier a prouver logiquement
la possibilité de mesurer les ensembles mesurables Bet j'ai montreé I'étendue el par
suite I'importance de cette famille d’ensembles. De plus, j'ai étudié le probléme de
la mesure pour le cas du plan et des espaces & un nombre quelconque de dimen-
sions en étendant toutes les notions introduiles dans le cas de la droite, en particu-
lier celle d’ensemble mesurable B.

On a aussi parfois associé mon nom & celui de M. Borel i I'occasion de ce théo-
réme : si des intervalles convrent tout (a, b), cerlains d'entre eux, en nombre

" fini, suffisent & couvrir (a, b). M. Borel n’avail énoncé son théoréme que pour une

famille dénombrable d'intervalles, je 'ai énoncé et prouvé sans cetle restriction,
Tai dit ailleurs [28] que les démonstrations et les généralisations de ce théoréme
étaient faciles, que le seul progrés vraiment notable élait d'avoir aperqu et énoncé ce
théoréme sous I'une de ses formes. Ce progrés est dii & M. Borel seul. Ensuite,
M, Scheenfliess a eu le mérite de montrer que ce théoréme était la base géométrique
des démonstrations de l'uniformité de la continnité et d'autres démonstrations
d'uniformité, De ce fait, il donnait au théoréme de M. Borel la méme extension que
je lui ai donnée un peu plus tard. Mon réle, modeste, se réduil & avoir consiruit
I'une des démonstrations du théoréme général et & I'avoir étendu au cas de plu-
sieurs dimensions.

Les ensembles de points ne sont pas les seuls pour lesquels on puisse se poser le
probléme de la mesure; on peut aussi se proposer de mesurer des ensembles de
droites, de plans, par exemple. En fait, de tels ensembles avaient é1¢ mesurés, sur-
tout en vue de problémes de probabilités géométriques; mais on s'élait borné aux
ensembles qui sont les analogues des domaines simples; les mesures sont alors
des intégrales qui sont caractérisées par le fait d’étre invariantes par rapport au
groupe des monvements. M. Cartan a déterminé systématiquement ces invariants
intégranx.,

En exposant des résultats du géométre anglais Crofton [69], j'ai montré com-
ment I'on pouvail passer de la connaissance de la mesure pour ces ensembles spé-
ciaux 4 la connaissance de la mesure dans le cas général. Le procédé est le méme
que lorsqu'il s'agit de passer de I'aire d’'un domaine & la mesure d'un ensemble.

Les fonctions mesurables et les fonctions sommables. — Pour que la définition
de l'intégrale s'applique & une fonction f{z), il faut que, quels que soient a et b,
I'ensemble soil mesurable. J'ai montré qu'il sulfisait que cetle condition (Gt remplie
par a et b rationnels et qu'elle élait, dés lors, reniplie toujours; on peut d'ailleurs
remplacer la relation entre crochels par bien d'autres : f(x) < a; flx) =a;
a << f(z) << b; elc., on ne cessera pas d'avoir des ensembles mesurables. Les fonc-
tions ayant ces propriétés sont dites mesurables. Toule fonclion mesurable bornée
a une intégrale.
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Supposons f(x) mesurable et non bornée, et prenons l'infinité des nombres y,
définis par y, = y, + iz, { ¢tant un entier positif, négatif ou nul; formons

@ N Bl < S0 < 5. 4G

Il est immédiat que si, pour un choix de ¢, de y, et des £, cette série est abso-
lument convergenle, elle le reste quel que soit ce choix el tend vers une limite
déterminée quand ¢ tend vers zéro. Cette limite est appelée l'intégrale de f(x) qui
esl dite sommable.

Toutes ces définitions s'étendent de suile au cas de plusieurs variables,

On voil que l'intégrale est maintenant définie pour des fonctions non bornées;
quand une fonction f a une intégrale, | f| a aussi une intégrale. Ce fait montre que,
contrairement & ce qui se produil pour les fonctions bornées, I'intégration des fone-
tions sommables non bornées ne comprend pas tous les procédés d'intégration des

fonctions non bornées considérés auparavant. :
Avant de revenir aux fonctions bornées, je veux faire remarquer que si, dans la
strie (7), on ne conserve que des termes en nombre fini, ceux allant de i = — n

& i= + m, cela revient & ne faire varier f(z) qu'entre deux nombres — N et M,
et par suite i négliger les valeurs trés grandes de f{x). C'esl exactement ce qu'avait
fait M. de la Vallée Poussin pour le cas d'une fonction f{x) ne devenant disconlinue
gqu’en passant par U'infini; l'idée essentielle commune i cette méthode et & la défi-
nition de l'intégrale des fonctions sommables, c'est de laisser en quelque sorte la
fonction & intégrer choisir elle-méme les intervalles ou ensembles qui doivent servir
& son intégration. :

J'ai prouvé que la somme, le produil, la limite de fonclions mesurables sont des
Jonclions mesurables; dés lors, il est établi que toutes les fonclions de Baire sont
mesurables, que toules celles de ces fonctions qui sont bornées sont sommables.
D'autre part, j'ai prouvé que toule fonction intégrable an sens de Riemann est som-
mable et qu'il ¥ a accord entre les deux définitions de U'inlégrale. Cela se voil de
plusieurs fagons; la plus suggestive consisle 4 remarquer gue, puisque les deux
premiéres délinitions de I'intégrale que j'ai données fonl appel 4 la notion de mesure,
laquelle a deux significations suivant qu'on exige I'addivité compléle ou senlement
I'addivité restreinte, il en résultera deux familles de fonctions intégrables. Dans le
premier cas, avec la mesure de M. Borel, on a les fonclions sommables; dans le,
second, avec la mesure de Jordan, on a les fonctions intégrables au sens de Riemann,
et cela, que I'on emploie L'une ou l'autre des deux définitions précitées,

Incidemment cela donne deux formes de la condition nécessaire el suflisante pour
qu'une fonction soit intégrable au sens de Riemann; une troisidéme, obtenue indé-
pendarﬁmenl par M. Vitali et par moi-méme, consiste en ceci : Il faul et il suffit
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que les points de discontinuité de la foncltion forment un ensemble de mesure
nulle [85].

Pour toute fonetion mesurable bornée, l'intégrale est comprise entre les inté-
grales par excds et par défaut de Darboux; j'ai prouvé qu'on pouvait toujours 1'ob-

tenir comme la limite de sommes }:_,-"{P,-} mg[),}* pour un choix convenable des

domaines partiels D, et des points P,. On peul faire le méme choix pour le calcul
simullané de plusieurs fonetions f,, f,, .... [1]. Cette remarque est souvent com-
mode. Jai aussi [6, 7] comparé la famille des fonclions sommables avec la famille
des fonclions intégrables par divers procédés,

Calcul de I'Intégrale. — De méme que lorsqu’'il s’agit des fonctions continues,
le calcul d'une intégrale ne se fait & partiv des définitions que dans des cas trés par-
ticuliers et surtout & titre d’exemple. On est alors ramené & des calculs de mesure;
au cours de mes diverses recherches, et dans mon livre sur I'Intégration, j'ai en de
nombreuses ocecasions de faire de tels calculs. Le plus souvent, dans les applications
véritables, la fonction & intégrer est, lorsqu'il s’agit de fonctions discontinues,
obtenue par des passages & la limite; ce qu'il est nécessaire d’avoir pour calculer
Fintégrale, ce sont des théordémes sur l'intégration des suites on des séries. Avec 1a
définition de Riemann, il y avait deux espéces de théorémes : les uns permettaient
d’aflirmer que la fonction limite ou somme était intégrable, les autres permettaient
Fintégration terme & terme’ Qu'on se rappelle, par exemple, les travaux d’Arzeld
el de M. Osgood. Avec la nouvelle définition, puisque loute fonction limite de fone-
tions mesurables est mesurable, il n'y a plus 4 s'occuper de théorémes de la pre-
miére espéce, du moins lant qu'il s'agit de fonctions bornées. De plus, la définition
méme de I'intégrale conduit & des énoncés de la seconde espice trés simples el d'un
maniement commode. J'ai donné le premier de ces énoncés : une suile convergenle
ie fonclions sommables borndes dans leur ensemble est intégrable lerme & lerme [8).

La simplicité et la portée de cette proposition, qui rend 'emploi de la nouvelle
intégration pratiquement plus immédiat que celui de l'intégration classique; ont
été signalées par bien des Auteurs. De nombreux mathémalticiens ont reconnu que
j'avais eu raison en affirmant que la nouvelle définition était un élément simplifica-
teur. Aprés avoir rappelé mes recherches sur I'intégration et la dérivation, M. Picard
écril, dans son élude sur les Sciences mathématiques en France depuis un demi-sitcle :
« Ces travaux ne sonl pas restés sans applications, et les idées nonvelles ont montré
leur fécondité entre les mains de Lebesgue et de ceux qui l'ont suivi. La théorie des
séries de Fourier notamment s’est trouvée renouvelée. Loin de conduire & des com-
plications nouvelles, I'emploi de I'intégration des fonctions sommables apporte
d’heureuses simplifications. » Le théoréme précédent est I'un de ceux qui condui-
sent souvenl & ces simplifications. '
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Pour le cas des fonctions non bornées, j'ai donné cette proposition : une suite
convergente de fonclions sommables, loules inférieures en module & une fonetion som-
mable, a une limite sommable et est intégrable ierme @ terme [14]. On en déduit ce cas
particulier : si des fonclions sommables f, lendenl en croissani vers une fonction f,
la suile est intégrable terme ( terme, quand [ est sommable. Celte proposition géné-
ralise la propriété 6° du probléme de l'intégration; elle a été trés heureusement
complétée par M. B. Lévi. Cet auteur a observé que si les intégrales des f, ont une
limile finie, [ est sommable,

Ces proposilions reposent sur une propriété trés simple d'une suite de fonctions
mesurables f, convergeant vers [ : lensemble des points en lesquels l'une des diffé-
rences |f—f,,,| est supérieure i « donné positif, a une mesure qui lend vers zéro,
quand n croil [8, 49]. Cetle propriété a &té le point de départ de recherches de
M. Egoroff sur la nature des suiles convergentes. On a remarqué aussi que cette
propriété pouvait étre vraie pour des suites telles que les f, ne convergent pas par-
toul vers f, et on I'a prise, ainsi que d’autres plus ou moins analogues, comme
définitions de certaines catégories de snites qui ne sont pas vraiment convergentes
mais qui, intégrées, donnent des suites convergentes; telle est la notion si impor-
tante de convergence en moyenne due & M. Fischer. Je ne puis quitter cette ques-
tion de l'intégration des suites 4 laguelle se rapportent tant de Mémoires inltéres-
sants, sans citer au moins le nom de M. Vitali. :

Tous les théorémes servant, dans 1'Analyse classique, au calcul des intégrales
définies ont été prolongés, souvent sans modification "ancune, au cas des fonetions
sommables. Pour ne pas trop allonger ce paragraphe, je me bornerai & dire que,
pour le cas d'une variable, l'intégration par parties el le premier théoréme de la
moyenne s'obtiennent sans aucune recherche, que j'ai étudié l'intégration par subs-
titution qui a fait aussi I'objet de travaux de M. de la Vallée Poussin, que M. Hobson
et moi avons, indépendamment, étendu le second théoréme de la moyenne, que
c’est surtout M. F. Riesz qui a utilisé, et sous des formes extrémement généralisées,
I'inégalité de Schwarz, Enfin, j'ai étendu [5] tous les modes de calcul qui résultent
de ces proposilions aux fonctions de plusieurs variables, y compris celui qui pro-
vienlt du second théoréme de la moyenne lequel, & ma connaissance, n'avait jamais
été appliqué qu'anx intégrales simples. M. Tonelli avait, pour le cas de plusieurs
variables, ultilisé une formule d'intégration par parties quelque peu différente de
celle que j'ai élablie ensuite.

Pour le calcul des intégrales multiples, il est nécessaire d'établir 'analogue de la
formule classigue :

S fr@aay= ([ [ r@is]a.

Une difficulté se présente : c'est qu'une fonction f(x, y) mesurable ne donne pas
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nécessairement naissance 4 des fonctions f(x, y,), pour y, constant, mesurables en
tant que fonctions de x seul. D'ol la nécessité de compligner la formule. Cependant
la formule subsiste si f(xz, y) est bornée el si lous les ensembles que I'on rencontre
sont mesurables B, auquel cas je dis que f(wx, y) est mesurable B. Je l'ai établie,
dés ma Thése, dans cette hypothése. M. Fubini I'a formulée sous la forme élégante
et commode suivante : étant donnée une fonction sommable, il existe toujours une
fonction mesurable B qui n'en différe quaux points d'un ensemble de mesure nulle
et pour laquelle la formule précédente est vraie. M. Fubini ajﬁsﬁﬁé cel énoneé pour
toutes les fonctions sommables, bornées ou non. Sur ce sujet, il faul anssi citer des
travaux fort intéressants de MM. Lichstenstein et de M. de la Vallée Poussin,

La formule établie est intéressante aussi au point de vue de la mesure des ensem-
bles : elle permet d'évaluer les mesures superficielles & partir des mesures linéaires,
comme lorsqu'il sagit de 'aire des domaines.

Dérivation. Intégration indéfinie des fonctions discontinues.

La recherche des fonctions primitives. — La dérivée f'(x) d'une fonetion con-
tinue dérivable f{ax) est définie par I'égalité.

J'(@) = lim., pour & tendant vers zéro, de

Sle + k) — f(x)
h )

f'(x) est donc la limite d’une suite de fonctions continues ; S'(x) est mesurable. Si,
de plus, f'(x) est bornée, les fonctions continues du second membre sont borndes
dans leur ensemble et l'on peut intégrer terme & terme la suite précédente; I'égalité
gu'on obtient ainsi s'éerit :

®) r@=r@+ [ r@ds

elle résoul le probléme de la recherche des fonclions primilives pour lonles les fone-
tions dérivées bornées. Bien que ce résultat dépasse extraordinairement, je puis le
dire, ce qui avait é1¢ trouvé auparavant, il est obtenu plus simplement, d'un trait
de plume, grice au pouvoir simplificateur du théoréme fondamental sur intégra-
tion des suiles.

Aprés avoir oblenu ce résultat [46, 8], j'ai prouvé [8] que U'dgalilé précédente éait
exacle dans tous les cas ot f'(x) est sommable,

Comme, d'aprés un théoréme de M. Baire, dans tout inlervalle il en existe un
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autre oi la dérivée f'(x) est boruée et par suile sommable, dans tout intervalle il
en existe un aulre ofi 'on connait S(x) A une constante additive prés quand on se
donne f"(x). Mais, pour raccorder dans tous les cas les divers morceaux ainsi
connus de la courbe y=/f{(x), il a été nécessaive de recourir & une profonde ana-
lyse, qui est due Lout entidre & M. Arnaud Denjoy. Je suis fier de lui avoir, ainsi gue
M. Baire, fourni certains éléments essentiels de cette analyse. Pour moi, je m'étais
borné & signaler deux cas ot le raccordement est immédiat, celui oti les points
n'appartenant pas aux intervalles dans lesquels f{x) est connue 4 une constante
prés forment un ensemble réductible, et celui ot ils forment un ensemble sur leguel
JS'(x) est sommable. En examinant maintenant I'ensemble de mes recherches et en
les comparant & celles de M. Denjoy, je puis dire que j'ai étudié les utilisations de
l'intégrale des fﬂnclioﬁs sommables, tandis que M. Denjoy, examinant un probléme
(recherche des fonetions primitives ou recherche des séries trigonométriques), s'est
proposé de le résoudre entiérement en créant un outil approprié. L'intégration des
fonctions sornmables est un oulil puissant parce que simple et prét & de multiples
usages; les procédés d'intégration de M. Denjoy sont puissants parce qu'exactement
adaptés chacun i un but spécial; on rencontre icl la méme différence qu'entre la
sommation des séries absolument convergentes, si maniable, si facilement générali-
sable au cas des séries & plusieurs indices, et la sommation des séries semi-conver-
gentes ou méme di\rergeuf.es pour lesquelles le procédé 4 employer doit varier avec
le but & obtenir. En lisant attentivement ce Chapitre, le Lecteur reconnaitra que, soit
pour le cas d'une seule variable, soit pour le eas de plusieurs, il ¥ a quantité de
questions pour lesquelles la notion dintégrale de fonction sormmable ne suffit pas
et dont la solution compléte exigerait I'emploi des procédés de M. Denjoy ou de
procédés trés analogues.

M. Lusin s’est aussi occupé de la recherche générale des fonctions primitives.

Du Bois Reymond et Dini ont généralisé la notion de dérivée par l'introduction
des nombres dérivés; ainsi que divers autres Géométres, tels que Scheeffer et
M. Volterra, ils ont étudié le retour inverse d’'un nombre dérivé & la fonetion primi-
tive. L'égalité (8) reste vraie si on remplace f'(x) par un nombre dérivé borné ou
non, mais partout fini et, de plus, sommable. Les nombres dérivés étant des fonc-
tions mesurables [8, 75, 5], on a ainsi, en particulier, résolu le retour inverse dans
le cas des nombres dérivés finis,

Dans un autre ordre d’idées plus élémentaires, je me suis occupé de déduire une
définition de I'intégrale des fonctions continues de la notion de fonction primitive,
ce qui serait conforme au mode de calcul ordinaire des intégrales. Seulement, dans
les exposés ordinaires, il faut passer par l'intégrale pour démontrer I'existence de la
fonction primitive. Dans certains cours, la notion d'intégrale définie ne sert qu'a
cette démonstration. J'ai montré comment 'on pouvait trés simplement prouver
cette existence directement [85]; revenant sur la question [22], j'ai sin:;piiﬁé encore;
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il sufit de s’appuyer sur le fait que la courbe y= f{x} est la limite des polygones
qui lui sont inscrits. On arrive ensuite & la notion d'intégrale définie en quelques
mols.

Pour le catcul-direct des fonctions primitives, sans l'intermédiaire de l'intégra-
tion, j'ai encore prouvé que le passage aux fonctions primitives peul se faire terme
& terme pour une suite de fonctions dérivées /', tendant vers une fonction dérivée /'
dans les deux cas suivants : la suite est uniformément convergente, ou la suile est
croissante. Ces procédés permettent d'oblenir des fonctions primitives de fonctions
discontinues ; on peut alors, grice 4 la formule (8) prise comme définition, en déduire
des intégrales. J'ai quelque peu étudié ce mode d’intégration, que j'ai nommé Uinté-
gration au sens de Duhamel et Serret [85],

A 'occasion de ces recherches sur les fonclions primitives, j'ai donné des démons-
trations nouvelles des propriétés, que j'ai parfois complétées, des dérivées el des
nombres dérivés.

La dérivation des fonctions d'une variable et l'intégrale indéfinie des fonctions
d'une variable. — Contrairement & ce que j'avais fait jusque-ld comme conséquence
des remarques développées & propos de l'intégration des fonctions continues, jai,
dans le paragraphe précédent, traité spécialement des fonctions d'une variable; il en
sera de méme dans ce paragraphe et les termes intégrale indéfinie seront pris au
sens classique de 1'égalité (1').

Les résultals exposés conduisent 4 se poser la question suivante : une fonction f(x)
ayant en toul poinl une dérivée finie ou un nombre dérivé fini, quand peut-on affirmer
que celte dérivée ou ce nombre dérivé est sommable? Jai prouvé qu'il en était ainsi
si f(x) est & variation bornée et seulement dans ce cas [8]. Je rappelle que cela signifie
ue, pour toute division de I'intervalle considéré en morceaux (2, x, ), la somume

E |fi@,. ) —f(x)| estinférieure & un nombre fixe.

L'examen approfondi de cette proposition m'a permis de prouver que : foule infé-
grale indéfinie admel pour dérivée la fonclion intégrée presque partoul, c'esi-d-dire
exception faile au plus des poinls d'un ensemble de mesure nulle [85, 75, 76]. De toules
les propositions auxquelles je suis arrivé, c’est certainement celle-ci qui s'est montrée
la plus féconde. Elle m’a d’abord conduit & cet autre résultat : lonle fonction & varia-

« tion bornée admel une dérivée presque partoul, el celte dérivée est sommable. En parli-

culier, une fonclion satisfaisant & la condition bien connue de Lipschilz admel
presque partout une dérivée bornée; on s’explique ainsi que ces fonclions inler-,
viennent dans tant de questions. De trés nombreuses conséquences en ont été déduites
et maintenant, en dépit de I'existence de fonctions n'ayant de dérivée en ancun point,
il est bien des questions dans lesquelles on parle sans crainle de la dérivée des fonc-,
tions trés générales qu'on y rencontre. Parmi les géométres qui ont donné de nou-,
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velles démonstrations des énoncés précédents, qui les ont précisés, complétés et
géndéralisés dans des sens trés divers, on peut citer M** et M. Young, MM. de la
Vallée Poussin, B. Levi, Vitali, Denjoy, Montel, elc.

Toute intégrale indéfinie est continue et & variation bornée, mais la réciprogque
n'est pas vraie. Pour qu'une fonction soit une intégrale indéfinie, il faut que, de
plus, la somme des valeurs absolues de ses accroissements dans des intervalles exté-
rieurs les uns aux autres et de mesure ¢, tende vers zéro avec ¢. On dil alors, avec
M. Vitali, qui a été le premier & publier une démonstration de cet énoncé que j'avais
formulé [85], que la fonction est absolument conlinue.

Intégrale indéfinie comme fonction d'ensemble. — Clest aussi M. Vitali qui a
publié, le premier, des résultats sur la dérivation des intégrales indéiinies des fonc-
tions de plusieurs variables. 11 adople la formule (1) comme définition de l'intégrale
indéfinie; la dérivée en @, y, s'obtient par la considération du rapport

J@+h'y+h) 4+ flzy) — Sy +h)—S@y+h
- :

Le numératenrdece rapport, qu'ondoitconsidérercomme 'aceroissement de f(a, y)
dans le carré de sommets opposés (z, y), (@ + k, ¥ + &), sert i définir, comme dans
le cas d'une variable, les fonclions 4 variation bornée et les fonctions absolument
continues. Avec ces définitions, le théoréme sur la dérivation des intégrales indé-
finies et celui sur les fonctions absolument continues subsistent.

Favais annoncé [75, 76] avoir pu généraliser les théorémes du paragraphe pré-
cédent, grce & un certain procédé de démonstration que j'ai appelé le procédé des
chaines d'intervalles, avant la publication de M. Vitali, mais je n'ai développé mes
raisonnements que longtemps aprés celte publication [5] et je ne I'ai fait qu'en me
servanl d'un lemme géométrique sur les familles de domaines qui Iui est di. Ce
lemme, qui n’est pas sans quelque analogie avec un théoréme de M. Borel dont jai
parlé plus haut, et que j'ai un pen étendu, m'a permis d’apporter de grandes sim-
plifications & mon raisonnement primilif. Je tenais & bien rappeler la priorité de
M. Vitali avant d'exposer la forme que j'ai donnée & mes résullats.

Une fonction sommable f étant donnée, nous pouvons convenir de ne la consi-
dérer que pour les points d'un ensemble mesurable douné E, alors la définition
indiquée plus haut fait connaitre U'intégrale de [ dans E. Cette intégrale ainsi atta-
chée & tout ensemble I est lintégrale indéfinie de E, c'est une fonction d'ensemble.
Comme cas particulier, on peut astreindre E 4 &tre un domaine, on a alors une fonc-
tion de domaine et, de 14, on passe & une fonction des coordonnées comme on 1'a vu
pour les fonctions continues par U'intermédiaire de la valeur de la fonetion dans un
intervalle (c'est-d-dire dans un domaine de la forme a<“mw<"2, b<<y<"H, c<Zz<l7y,
s'il y a trois dimensions).
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Ainsi, l'intégrale indéfinie peut étre considérée comme fonction d’ensemble, de
domaine, d'intervalle ou étre exprimée 4 U'aide des coordonnées.

Cette fonclion P(E) posséde ladditivite compléte. Elle est & variation bornée,
c'est-d-dire quesi E, E, .. ... sonl des ensembles sans poinls communs la somme
| D(E)| + |D(E,)| + ..... estinférieure & un nombre fixe. Elle est absolument continue,
¢est-d-dire que la somme précédente tend vers zéro, gquand lamesnrede E, + E, + .....
tend vers zéro.

Pour pouvoir généraliser les énoneés précédents, il reste encore & définir la dérivée.
Ici, une difficulté se présente : il semblerait que pour avoir la dérivée de @(E) en P,
WE)
m(E)’
mesure tendant vers zéro; mais, avec cette définition, l'existence de la dérivée serait

il n'y ait gqu'd prendre la limite de E élant un ensemble contenant P et de

exceplionnelle. Pour avoir en général une valeur limite, donc une dérivée, j'ai assu-
jetti les E & &lre pris dans ce que jai appelé une famille réguliére d’ensembles,
c'est-d-dirc une famille d’ensembles tels que la mesure m(8) du plus petit cercle
(sphére ou hypersphére) 8 contenant E vérifie l'inégalité m(E) = p m(8); w élant
une constante positive, :

Avec cetle définition, tous les énoncés du paragraphe précédent se généralisent
exaclement,

Il est naturel de penser que les grandears de la physique sonl absolumenl continues;
dés lors, on admel que ces grandeurs sont bien, comme je I'ai annoncé, des inldgrales
indéfinies el que, par suile, elles sont susceplibles d'une opération de dérivation.

La dérivalion est 'opération inverse de I'intégration; ceci demande toutefois une
explication. Si deux fonctions sommables f et 3 ne différent qu'aux points d'un
ensemble de mesure nulle, leurs intégrales indéfinies F(E) et P(E) sont identiques.
Lorsqu'on se donne une intégrale indéfinie, la fonction qui lui a donné naissance ne
peut done étre considérée comme définie qu'en exceptant les points d'un ensemble
de mesure nulle, d'ailleurs quelcongue. En d'autres termes lorsque, par un pro-
cédé quelconque, on aura trouvé une fonction f, partout définie, dont F(E) est
l'inlégmlé. en modifiant f arbitrairement aux points d’'un ensemble arbitraire de
mesure nulle on aura une autre fonction répondant aussi bien au probléme que f.
Ceci bien compris, on voil que la dérivation de F(E), qui donne un résultat déterminé
en tout point, un ensemble de mesure nulle excepté, est bien 'opération inverse de
la dérivation, aussi précise qu'il élait possible de I'espérer; elle fera connaitre / en
certains points, on complétera ailleurs f arbitrairement et 'on modifiera encore f
arbitrairement aux points d'un ensemble de mesure nulle. Dans loutes les questions
d'intégration un ensemble de mesure nulle est négligeable, il n’a pas plus d'impor-
tance qu'un point dans l'intégration ordinaire; c'est pourquoi, ici et plus loin, nous
rencontrerons des opérations n'ayant un sens que presque partout, ¢'esl-a-dire un
ensemble de mesure nulle élant exceplé,
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Je ne dirai que quelques mols des recherches assex longues auxquelles m'a conduit
le développement de la théorie. Il y avait lien d'étudier les fonclions & variation
bornée non absolument continues; les questions i Lraiter sont assez nombreuses. On
peunt rechercher, par exemple, si, dans ce cas, il y a encore les mémes relations entre
les fonctions de point, de domaine et d’ensemble; cetle question a élé trés heureu-
sement trailée par M. Radon et surtout par M. de la Vallée Pounssin. Pour moi, je
me suis altaché & I'étude de la structure des fonctions & variation bornée; partant
d’une fonction de point, & varialion bornée, je I'ai décomposée en trois constituants
nettement caractérisés; une fonction des sauts ou des discontinuités altachée & une
infinité dénombrable de valenrs pour chaque variable: une fonction des singularités
qui est atlachée & nn ensemble de mesure nulle et qui a une dérivée nulle presque par-
tout; enfin une fonction absolument continue [5].

Voici d'ailleurs un résultat, non encore publié, qui précise la nalure des fonctions
les plus générales & varialion bornée : par une transformation ponctuelle préalable,
on peut toujours faire disparaitre la fonction des singularités. Toule fonction & varia-
tion hornée et continue peut done, grice & une telle transformation, s’exprimer par
une intégrale indéfinie.

On peut aussi étudier la dérivation particlle des inlégrales indéfinies exprimées
4 l'aide des coordonndées; j'ai montré que, pour le cas de deux variables par exemple,
les dérivées F' (x, y), F' (a, ), F', (, ¥) existent presque partont et que la notion
de différentielle totale peut aussi &tre utilisée presque partout. Pour démontrer I'exis-
tence de I, (2, ¥), j"avais dd modifier la définition ordinaire en disant que, pour le
calcul de cette dérivée en un point, on ne tiendrait pas comple des points d'un certain
ensemble de mesure nulle; MM. Tonelli et Fubini ont levé cette restriction.

Intégrale de Stieltjés. — Celte inlégrale avait é1é invenlée par Slielljés pour la
sommation de séries divergentes. Depuis, elle n'avail regu aucune application vrai-
ment nouvelle, quand M. F. Riesz, en 1goy, montra gqu'elle permettait la représen-
tation de toules les fonclionnelles linéaires. A celle occasion [56], j'ai donné le

[
moyen de Lransformer une intégrale de Stieltjés f Slx)d[a(x)] en une intigrale
L]

de fonction sommable. Le procédé est des plus simples; il repose sur I'idée utilisée
dans le paragraphe précédent : une transformation ponetuelle convenable permet de
simplifier la nature des fonclions A variation bornée et, par exemple, de les trans-
former en fonctions & nombre dérivés bornés, donc presque partout dérivables, Ici,
par exemple, supposant (&) conlinue, jexprime x el z(x) en fonction de 'arc s de
la courbe rectifiable y = =(xz) comme je l'ai toujours fait dans la considération des
courbes rectifiables [85], et ceci donne

S @@= [ re@s s
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guelgques précautions supplémentaires permetlent de traiter le cas de «(x) discon-
tinue el d'oblenir dans tous les cas I'expression précédente avec une intégrale ordi-
naire dans le second membre.

Cette formule peut étre prise comme définition des intégrales de Stieltjés portant
sur les fonctions f, non conlinues mais sommables, et j'en ai déduit une extension
des fonctionnelles linéaires & toutes les fonctions sommables,

En énoncant ces résullals, j'ai dit qu'il serait trés difficile de les oblenir sans
I'emploi du changement de variable qui m'a servi. Mon aflirmation a vite été in-
firmée par les travaux, Lrés beaux et trés simples, de MM. W. H. Young, Radon et
de la Vallée Poussin. Ces deux derniers Auteurs, se placant au point de vue des
fonctions de domaine et d'ensemble, ont montré que l'on définit les intégrales de
Stieltjés, quel que soit le nombre des variables, en remplacant dans les définitions
des intégrales de fonctions continues ou de fonctions sommables données plus haut
la considération de la mesure par celle d'une autre fonction d'ensemble. M. W. H.
Young avait utilisé d'une fagon analogue une définition de l'intégrale qu’il a donnée.

Jde viens de m'apercevoir que j'avais employé [44, 87] le procédé de MM. Radon

et de la Vallée Poussin, dés ma Thése, pour le cas particulier des intégrales ff(P)da,

ol da est 'élément d'aire d'une surface, sans, bien entendu, en deviner la porlée
générale. Jindiquais en méme lemps un autre procédé qui, grice i I'énoncé du pa-
ragraphe précédent, convient dans tous les cas; il généralise celui que j'ai employé
pour les fonctions d'une variable. Comme lui, il repose sur I'emploi d’une trans-
formation ponctuelle pour la simplification de la fonelion par rapport 4 laquelle on

intégre.
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CHAPITRE 11

REPRESENTATION DES FONCTIONS

Dans ce chapitre, j'ai réuni celles de mes recherches qui se rattachent i trois
sujets différents, mais cependant assez intimement liés les uns aux autres : séries

trigonométriques, approximation des fonctions continues, représentation des fone-
tions de Baire.

Séries trigonométriques.

Séries de Fourier.

On appelle série de Fourier d'une fonction f(z) la série
1 A A
3%t L{a,, cos R + b, sin nx),

dans laquelle on a :

a, .t iz COS8 N
b= 5 g %

sin nx

Cetle définition a une porlée qui varie avec le sens donné au symbole d'intégra-
tion; pour faire une application de l'intégrale des fonctions sommables, j'ai étudié
[4, 51, 52, 65, 87] les séries de Fourier qui en résultent. J'ai aussi considéré le cas
otl les intégrales seraient définies & 'aide des intégrales indéfinies, par I'emploi des
formules (a") et (8), les points en lesquels la fonction f{x) cesse d'étre sommable
formant un ensemble réductible; j'ai appelé les séries correéspondantes des séries de
Fourier généralisées, réservant le nom de séries de Fourier A celles qui sont relatives
aux fonctions sommables.

Toutes les études qui ont porté sur les séries trigonométriques se groupent en
deux catégories : recherches des séries trigonométriques propres 4 la représentation
d'une fonction donnée; recherches sur la convergence ou la divergence des séries
de Fourier el utilisation de ces séries. J'ai abordé ces deux ordres de problémes.

Riemann, le premier, s'est demandé quelles étaient les séries propres 4 la repré-
sentation d'une fonction dounée; utilisant ses résultats, Dini, Ascoli et Du Bois-
Reymond ont montré que, dans le cas des fonctions bornées intégrables au sens

Notice sur les travaux scientifiques - page 41 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=41

BBIT Sante

RSN [

de Riemann, ces séries étaient toutes des séries de Fourier. I'ai prouvé [4] qu'il en
était encore de méme pour les fonctions sommables bornées. Jai étendu ce résultat
aux fonctions qui ne deviennent infinics qu'en des points formant un ensemble
réductible et qui, de plus, sont sommables; ou qui, n’étant pas sommables, possé-
dent du moins une série de Fourier généralisée; cette série est alors la seule série
trigonométrique propre i les représenter. Dans tous les cas, la conclusion n’est pas
changée si I'on renonce & la convergence de la série vers la fonclion i représenter
en des points formant un ensemble réductible. Celle derniére remarque n'est que
le prolongement d'un théordéme di 4 Cantor; celui-ld méme en vue duguel Cantor
a étudié la notion d’ensemble réductible.

Les résullals que je viens de rappeler ont été étendus par M. de la Vallée Poussin
& toutes les fonctions sommables. M. Denjoy a ensuite résolu complétement le pro-
bléme de la recherche des séries trigonométriques, partout convergentes, propres &
la reprisentation d'une fonclion, comme il avait résolu complétement le probléme
de la recherche des fonctions primilives,

On a aussi étudié ce que deviennenl mes conclusions lorsque la condilion de
convergences de la série trigonomélrique est remplacée par une condilion moins
restriclive. Voir, en particulier, des travaux de M. W. H. Young.

Jai ulilisé deux méthodes différentes pour étudier les fonclions sommables bor-
nées; I'nne d'elles repose sur une propriété intéressante par elle-méme : si la partie
réelle d'une série de Taylor converge sur le cercle de convergence et y reste com-
prise entre m et M, elle a aussi une somme comprise entre m et M & I'intérieur
du cercle. C'est la généralisalion d'une propriété bien connue des fonctions harmo-
nigues. :

Riemann a prouvé que les coeflicients de Fourier a,, &, tendent vers zéro quand
n augmente indéfiniment, pour toule fonction intégrable au sens de Riemann; jai
monleé que la propriélé reste vraie pour toutes les fonctions sommables.

Pour le cas des fonclions bornées, j'ai, de plus [87], établi I'égalité dite de Par-
seval :

11“[ Lf ()] o = %a: + V@ +b).

M. Fatou a prouvé que celte relalion subsiste pour loutes les fonctions de carré
sommable. M. F. Riesz el M. Fischer ont, indépendamment 1'un de l'autre, démon-
tré un théoréme teés important, sorle de réciprogque de I'égalité de Parseval-Fatou.
Des travaux de M. Young, relalifs aux fonclions tlelles que ((x) soil sommable,
prolongent encore cenx de MM. Riesz el Fischer.

Jai été conduit A I'égalité de Parseval en étludiant les opérations que 'on peut
effectuer sur les séries de Fourier; les seules opérations au sujet desquelles des
guestions se posaient réellement sont la multiplication et Uintégration. J'ai montré,
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d’une part, que U'on pent multiplier les séries de Fourier de deux fonctions bornées
en opérant comme dans le cas ol elles ne comprennent qu'un nombre fini de ter-
mes; d'autre part, que l'on peul intégrer terme & terme une série de Fourier quel-
conque, la série obtenue est uniformément convergente. Ce dernier résultat généra-

lise un énoncé de M. de la Vallée Poussin relatif aux fonctions intégrables par la
méthode de Riemann,

Convergence des séries de Fourier. — L'étude de la convergence de ces séries
s'impose d'autant plus que ce sont, d'aprés ce qui préctde, les seules propres i la
représentation des fonctions. Dans cette étude, on ne doit pas se restreindre & la
classe des fonctions intégrables au-sens de Riemann, car il exisle des fonctions non
intégrables de cette manidre pour lesquelles la série de Fourier est partout conver-
gente; je I'ai prouvé par un exemple [4]. Au reste, on n'obtiendrait aucune simpli-
fication en restreignant la classe des séries de Fourier envisagées.

L'idée qui m'a gnidé dans 1'étude de la convergence est la suivante : la différence
entre la mitme somme d'une série de Fourier et la fonction f(x) est :

(9) hm=£f”“g,-“(m+[}![{(m+n:}+f(mn—n:)-—a;(m} %

sint

c'est done une intégrale tout & fail analogue aux inlégrales a, et b, ; méme, dans
certains cas, elle est elfeclivement une combinaison de telles intégrales. En général,
elle est pourtant de nature plus compliquée, parce que, le plus souvent, la fonction
entre crochets, que je désigne par '}({), n'est pas sommable au voisinage de { = o.
C'esl pour avoir des cas de convergence de R vers zéro [4] que j'ai étudié la conver-
gence de a, et b, vers zéro, en généralisant un résultat de Riemann, comme je 1'ai
dit an paragraphe précédent. En comparant ce raisonnement de Riemann et ceux
par lesquels Dirichlet et Lipschitz prouvent la convergence des séries de Fourier,
raisonnements trés différents en apparence, j'ai remarqué que tous ces Auteurs
décomposaient l'intervalle d'intégration en des intervalles dans lesquels sin m¢ ou
sin (am 4 1)! conserve un signe constant, et que, l'intégrale i étudier devenant alors
u,+u,4u, + ..., c'est le groupement des termes deux & deux (u,+u,) +(u,+-u,)+ ...,
qui fournit une valeur assez approchée pour que l'on puisse conclure. J'ai donc uti-
lisé systématiquement ce groupement [65], et cela m'a conduit, en quelques lignes,
4 un énoncé qui comprend comme cas particulier tous ceux que I'on connaissail :
la séric de Fourier de f(m} converge au poinl x vers la fonclion si Uintégrale de
|f(z + al) + [z — at) — 2f(x)|, en tant que fonction de I, a une dérivée nulle pour
t = o, et si la quantité

Sharn -0l G>a>o, 3>0)

tend vers zéro avec 4.
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La premiére des deux condilions est remplie presgue partout, notamment aux
points de continuité et aux points que j'ai appelés réguliers, en lesquels f(x 4+ o)
et flx — o) existent et sont tels que l'on ait f{x + o) 4+ flz — o) — af(x) = o.
C'est donc la seconde condition gui est le véritable caractire de convergence; on l'a
depuis légérement généralisée; par exemple, en groupant, comme je l'avais indiqué,
les termes u;, quatre & quatre, ou six & six, au lien de les grouper deux i deux.
Ce qui est surtout intéressant, c’'est que 'on a réussi & oblenir des caractires de
convergence 4 la fois pour une série de Fourier f(x) et pour la série associée, c’est-
d-dire pour celle qui correspond & la partic imaginaire de la fonction de variable
complexe dont la partie réelle se réduit & f(z) sur le cercle z = ¢, C'est M. Fatou
qui a commencé I'élude de ces séries associées; les caractéres de convergence les
plus généraux sont dus 4 M. Young.

Pour montrer que I'énoncé que j'avais oblenn comprenait tous ceux qui avaient
étd formulés, j'ai dd commencer par classer les énoncés anlérienrs, les réduisant' a
trois seuls réellement distinets, et bien effectivement distinets, comme je 1'ai prouvé
en construisant des exemples de fonctions satisfaisant i I'un d’entre eux et non aux
deux autres. Pour déduire de I'énoncé général celui qui gst dd & Dirichlet, je me
sers de la propriété inlermédiaire suivante : la série de Fourier f(a) converge au
poinl & vers la fonclion, s'il est possible de trouver « > o lel que, quel que soit =0
et contenu dans (o, «), L(¢) soit & variation bornée dans (¢, «), sa variation totale v(f)
étant telle que {v(f) tend vers zéro avec (.

Ces énoncés m'ont permis [87] de donner des exemples de séries de Fourier
convergentes et possédant des points de disconlinuité de natures trés variées, et non
pas seulement des points de disconlinuilé de premidre espéce, 4 la considération
desquels on se borne généralement.

Divergence des séries de Fourier. — Du Bois-Reymond a, le premier, formé des
exemples de fonctions continues dont les séries de Fourier sont divergentes en cer-
tains points. Des exemples généraux de Du Bois-Reymond, Schwarz a déduit un
exemple plus simple. J'ai tout d’abord construit des exemples analogues, mais plus
simples encore [87]. Je me suis ensuile proposé [52, 87] de rechercher la raison
profonde de l'existence de ces séries divergentes qui n"apparaissaient jusque i que
comme un bizarre résultal de calcul,

Les piémes sommes S, des séries de Fourier des fonclions f(x), au plus égal
4 M en valeur absolue, varient entre deux nombres — Mg(n) et + Mz(n); c'est
I'étude des mombres g(n), « les constantes de Lebesgue », comme les appelle
M. Fejér, qui, entre autres conséquences, explique 'existence de séries de Fourier

_ divergenles. Mieux on connait la valeur, pour n trés grand, de ces nombres g(n),

mieux on peut éludier la rapidité de la convergence ou la nature de la convergence
ou de la divergence des séries de Fourier. Aussi a-t-on donné d'assez nombreux déve-
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loppementls exacls ou asymploliques des conslanles g(n). Pour U'instant, il suflit de
savoir que o(n) gr;mdit indéfiniment avee n et qu'il existe des fonctions conlinues,
dont la série de Fourier converge uniformément, et pour lesquelles cependant, en
cerlains points, |8 | différe de M g(n) d'aussi peu gqu'on le veut.

Ceci élant, ayant pris une fonction f, de module au plus égal & 1, pour laquelle
|Sn,| atteigne une valeur supérieure & 1, on prendra n, assez grand pour que [Sa(f,)|

soit aussi petit que I'on veut et qu'il existe f, de module au plus égale a -;- pour

laquelle |Sa,(f,)| surpasse 2 en certains points. On prendra ensuite n, assez grand
pour que [S.,(f, 4 f,)| soit aussi pelit gue l'on veul et qu'il existe f, de module au

! 1
plus égal 7 pour laquelle [Sq,(f,)| surpasse 3, etc. Les sommes S, pour la fonclion

conlinue f, + f, + ... alleignent des valeurs supérieures 4 tout nombre donné;
suivant le choix des [, la série de Fourier de f divergera ou convergera mais, en ce
cas, non uniformément. X

On rattache ainsi l'existence des séries divergentes 4 ce simple fait que le module
maximum des S, peut grandir indéfiniment avec n et, en méme temps, on prouve
I'exislence de fonclions continues, dont la série de Fourier converge, mais non
uniformément. Celle seconde singularité est fréquemment désignée sous le nom de
« singularité de Lebesgue ». Flle a ¢té éludiée depuis surtout par M. Fejér et par
M. Steinhaus.

Le principal intérét de celle fagon d'examiner la convergence ou la divergence,
c'est qu'elle s‘applique immédiatement & d’autres séries; nous le verrons dans un
instant.

Sommation des séries de Fourier. — Puisqu’il exisle des séries de Fourier diver-
gentes, il y avail lien de rechercher un procédé de sommalion qui permetle de
remonter de la série & la fonction. Celte question a élé résolue par M. Fejér pour les
fonctions continues. La solution qu'il en a donnée est aussi simple et aussi heurense
que possible, puisqu'il a prouvé qu'il sullisait de s’adresser au plus immédiatl de
tous les procédés de sommalion des séries divergentes, 4 celui de Césaro, qui utilise
les moyennes arithmétiques. Je me suis demandé si le méme procédé ne réussirail
pas pour loutes les séries de Fourier. J'ai démontré [65] que la premibre des deux
conditions, qui figurent dans I'énoncé général de convergence du paragraphe préed-
dent, suflit pour que les moyennes de Césaro convergent vers la fonction en général;
le procédé de M. Fejér rénssit done presque partoul, el, en particulier, aux points
de conliuuité et aux points régulicrs de la fonction.

Ce résultat résoul le probléme de la sommation des séries de Fourier aussi entié-
remenl que possible; deux fonctions qui ne différent qu'aux points d'un ensemble
de mesure nulle onl, en effet, la méme série de Fourier; une telle série ne peut donc
déterminer la fonction qui lui a donné naissance que lout an moins exception faite

7
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des points d’'un ensemble de mesure nulle. Cet ensemble exceplionnel est inévilable
ici comme dans 'opération inverse de I'intégration ; mais on voi L, qu’a cet ensemble
exceptionnel prés, une fonction est entiérement déterminée par sa série de Fourier.
J'ai démontré aussi ce fait d'une aulre maniére grice 4 un artifice qui a été souvent
imité depuis. I'ai déduit de 14 une méthode trés élémentaire pour 'étude des séries
de Fourier dans des cas simples, mais déja pratiquement fort étendus [87, chapilre u];
celle méthode n'est pas sans analogie avec celle que M. Kneser publiait au méme
moment et qui lui permit U'étude de divers développements de la physique mathé-
maligue.

Le procédé de M. Fejér n'est pas le seul qui résolve la question. Nous avons vu
qu'en -intégrant terme & terme la série de Fourier d'une fonction f, on obtient une

série uniformément convergenle représentant la fonction primitive F de f; or, con-
I £ =l fetnd Flow + b)) —Flz—h) .
naissant I, on en deduil £ comme limite du rapporl —(— o) j ( ). Si, au lieu
2h

d’intégrer une seule fois la série de Fourier de f, on Uintégrait deux fois, on arrive-

rail au procédé de sommation considéré par Riemann pour un but différent de celui
dont il s'agit ici [87]. ;

Tous ces procédés fournissent S presque partoul, et, en parliculier, aux points
réguliers; tous donnent pour [ des développements qui sout uniformément conver-
gents & Uintérieur de tout intervalle ol f est continue.

Il existe un autre procédé qui possdde les mémes avantages, c'est celui qui
résulle de 'emploi de la formule de Poisson et qui a été si complétement étndié par
M. Fatou dans sa Thése. Il est & remarquer que ce procédé est le premier en dale,
car c'est en tant que procédé de sommation des séries de Fou rier que Poisson a élabli
la formule gui porle son nom. '

Intégrales singuliéres. — Les résultats précédents peuvent &itre généralisés,
comme les résullals classiques, pour les développements qu’on déduit de Ia consi-
dération des intégrales singuliéres. J'ai é1é guidé par la comparaison de celles des
démonstrations du célébre théoréme de Weierstrass qui permettent d'éerire effecti-
vement une suite de Fourier ou un polyndéme approché d'une fonction continue
donnée : celle de Weierstrass, basée sur I'emploi d'une intégrale déji rencontrée
par Laplace dans les questions d’approximation de grands nombres et par Fourier
dans la théorie de la chaleur; celle de M. Picard, basée sur I'intégrale de Poisson ;
celle de M. Fejér el celle, alors toute ré:ciente, de M. Landan. Toutes ces démonstra-

]
tions utilisent une intégrale singuliére f ot —a, n) f(f) dt qui converge unifor-
(]

mément vers f, sous la condition que f soil continue, et qui, par suite, différe con-
sidérablement de celles qu'on ulilise généralement pour la généralisation des séries
de Fourier. Voici la principale différence : dans le cas actuel, le noyau 3 est positif’
on fait I'étude de l'intégrale grice au premier théoréme de la moyenne, ce qui four-
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nit une évaluation dés que 'on connait le module M de f{x). Cette évaluation est de
la forme Mz (n), les nombres g (n) restant bornés, quel que soit n.

Dans les cas analogues & celui des séries de Fourier, = n'a pas un signe constant;
son clude se fait gl':lﬁs au second théoréme de la moyenne, dd 4 Ossian Bonnel, qui,
sous I'hypothése que f{x) soit & variation bornée, donne I'évaluation, permeltant de
conclure 4 la convergence du développement étudié, en fonetion de la variation totale
de /. L'emploi du premier théoréme de la moyenne aurait donné Mp(n) avec des
nombres g(n) grandissant indéfiniment avec f.

Il y a donc deux catégories d'intégrales singulitéres & étudier : celles & noyaun
posilif, justiciables du premier théordme de la moyenne et celles qui relévent du
second théordme, que I'on étudie seules ordinairement. Je dois dire cependant que
le cas des intégrales du premier type avail été signalé par U. Dini; mais le théoréme
qu’il avait donné était resté sans application.

La courle Note [74] dans laquelle j’ai fait ces remarques a suscité plusieurs tra-
vaux. M. Hobson a cherché des conditions suflisanles pour l'existence de cerlains
développements; M. Haar a obtenu des conditions pour que des développements en
série de fonctions orthogonales soient lous convergenls ou pour qu'il en existe de
divergents.

Tai développé mes propres travaux dans un Mémoire assez volumineux [1];
Je me suis proposé la recherche des conditions nécessaires el suffisanles pour que l'in-

|
tégrale f w(l — @, n) f(H)dt, dans lagquelle o(x, n) est donnde, tende vers f(x) en lous
(]

les poinis de continuité de f(x), et cela pour chacune des cing classes de fonctions
suivantes : 1° classe des fonctions sornmables; 2° classe des fonctions de carré som-
mable; 3° classe des fonctions bornées et sommables; 4° classe des fonctions n'ayant
que des points de discontinuité de premiére espéce; 5° classe des fonctions &4 varia-
tion bornée.

Les condilions obtenues, bien que relalivement simples et maniables, ne peuvent
étre reproduites ici. IY’aprés ce que j'ai dit sur la parenté des problémes consistant
a étudier la convergence vers zéro du nitme reste d'une série de Fourier et celle des
nitmes coefficients d'une lelle série, on ne sera pas étonné que les conditions définitives
dérivent de celles sous lesquelles les intégrales précédentes tendraient vers zéro.

Pourvu que les conditions requises soient remplies uuiformém-ent, la convergence
vers f(x) est uniforme & 'intérieur de tout intervalle de continuité. Si ce sont seule-
ment les conditions relatives & la 5 classe considérée qui sont remplies, il existe des
fonctions f continues pour lesquelles le développement trouvé est divergent; il en
existe aussi pour lesquelles le développement converge, mais non uniformément.

Moyennant quelques conditions supplémenlaires, pen restriclives praliguement,
les noyaux gui conviennent aux trois premiéres classes de fonetions fournissent des
développements qui convergenl presque partout. C'est la propriété précédemment
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énoncée pour U'inlégrale de M. Fejér, que M. Fatou a prouvée pour l'intégrale de
Poisson et M. F. Riesz pour l'intégrale de M. Landau.

Toutes les propositions obtenues dans le cas des séries de Fourier se généralisent
done et par suite se comprennent mieux. .

A l'occasion de ces recherches, j'ai éLé conduit [2] & reconstiluer ce que je crois
étre le raisonnement par lequel Stieltjés démontrait, en le précisant, le théoréme de
Laplace sur 'approximation des fonctions de grands nombres, théoréme qui a joud
un si grand role dans les recherches de Darboux.

Représentation des fonctions continues.

Le théoréme de Weierstrass. — Le premier travail que j'ai publié [19] était
consacré surtout 4 la démonstration de ce théoréme de Weierstrass : une fonction
continue peut &tre représentée par un polyndéme avec telle approximation gue l'on
veul.

Les démonstrations que I'on en possédait alors, bien que trés simples, m’avaient
parn plus savantes que ne 'exigeait la nature élémentaire des notions intervenant
dans 1'énoncé de Weierstrass. Guidé par le désir de toujours voir simplement les
choses simples, j'ai analysé ainsi la question : la fonction f(x) & représenter est
approchée d'aussi prés que I'on veut par la fonction g(x) telle que la courbe y = g(x)
soit un polygone inscrit dans la courbe y = f(x). Il suflit donc de s'occuper de ces
fonctions (x). Jusque-la, je raisonnais comme l'avaient fait, 4 mon insu, M. Lerch
et M. Volterra; mais les suiles de nos raisonnements différent beaucoup.

Une telle fonction o(x) peut é&tre considérée comme la somme de fonctions
continues représentées chacune par les deux cités d'un angle; la plus simple de ces
fonctions est |z|, et il suffit de savoir représenter celle-ci pour en déduire la repré-
senlation de toutes. Or, posant u = 1 — z*, nous avons x

[a:|=+\/3?:+ Vi—u;

et la formule du bindme donne le développement de || en série entidre en u, done
en série de polyndmes en x. La démonstration est faite.

Voici d'ailleurs comment j'avais été conduit & cet artifice analylique : une courbe
formée par deux demi-droiles est la position limite de cerlaines branches d'hyper-
boles; de sorle que, pour représenter de facon approchée |x|, par exemple, il suffira
de représenter approximalivement la branche d’hyperbole y = 4 \/a' + «*, a étant
trés petit. Or y, considérée comme fonction de &, n'a que —a* pour point singulier,

- et, comme il s'agit de représenter y pour des valeurs de z* positives et nulles, il
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suffira de prendre un développement de Taylor autour, par exemple, du point z* =1;
le développement proctéde alors snivant les puissances de 1 — x* et il est valable
pour —a*<Za'<Ta 4 a'.

Pour étendre le théoréme de Weicrstrass aux fonctions de plusienrs variables,
J'ai utilisé un procédé qui, depuis, s'est révélé fort commode. Soit & représenter
J(x, ¥); prenons les points @ = ma, y = nb, a et b étant deux constantes et m
el n lous les entiers possibles. Ces points sont les sommets d'un réseau formé de
carrés; soit I'un de ces carrés : celui de sommels upp(}séﬁ (0, ), (a, b), par exem-
ple. Il existe une fonclion z. = Amy + Bx 4+ Cy + D, et une seule, égale & f(x, ¥)
aux quatre sommets du carré; elle est représentée pour les points du carré par un
morceau de paraloloide hyperbolique. Ces morceaux de paraloloide forment une
surface z = g{m, y). et o(x, y) est une. fonction approchée de f(z, y) exactement
comme précédemment z(xr) élait approchée de f{z). Or z{x, y) est une somme de
fonctions dont les plus simples sont |xy|, @|y|, |¢]y, et nous savons représenler
ces fonctions de fagon approchée par des polynémes.

Pour lc_ cas d'une variable ma démonstration a é1¢ souvenl reproduite ; M. Goursal
m'a fait I'honneur de 'introduire dans son cours d'Analyse mathémalique. M. Po-
tron el M. 8. Bernstein se sonl servis de I'idée de considérer || comme I'élément
-constiluant de toules les fonclions conlinues, pour établir des formules d'interpo-
lation qui permelttent l'approximation indéfinie, en ulilisant un procédé donné par
M. Borel. M. de la Vallée Poussin, et surtout M. Serge Bernstein, se sont servis de
la méme idée pour arriver & des résultats trés préeis et trés cachés concernant la
meilleure approximation avec lagquelle les polyndmes d'nn degré donné peuvent
représenter les fonclions continues d'un type donné.

Dans cet ordre de recherches, dont il va étre question plus loin, on a beaucoup
fait usage d'un artifice que j'ai donné pour passer d'une représentation approchée
d'une fonction faite & 'aide de polyndmes & une représentation par des suites trigo-
nométriques finies. Convenablement perfectionné par M. Dunham Jackson et par
M. de la Vallée Poussin et associ¢ & un artifice did & M. S. Bernstein, et qui permet
le passage inverse, il prouve l'identité des problémes que posent ces deux modes
de représentation. Javais employé cet arlifice pour déduire, du théordéme énoncé
de Weierstrass, un autre théoréme du méme Auteur aflirmant la possibililé de re-
présenter toute fonction conlinue par une suite de Fourier de fagon aussi appro-

chée quon le désire [49). M. Picard avait démontré ce théoréme par I'emploi de
la formule de Poisson.

Représentation des fonctions de deux variables réelles a4 l'aide des polyndmes
en z = & + iy. — Dans une conversation 4 laguelle j'assistais, MM. Borel et Pain-
levé n'étaient pas d’accord sur I'existence possible de certaines séries de polyndmes
en z =@+ iy. Je leur allirmais que, non seulement de lelles séries existaient,
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mais que la puissance de représentation de ces séries allait bien au deld de ce
qu'ils envisageaient. A cette occasion, J'ai démontré [21] que toute fonclion continue
de x et de y peut étre représentée par une série uniformément convergente de
séries de polyndmes en z. Ce résultat était asses inattendu pour que M. Lerch l'ait
cru faux et ail, & cetle occasion, envoyé un article au Bulletin des Sciences mathé-
matiques. Pourtant, comme je l'ai fait observer, certaines formules étranges, dues
& Seidel, convenablement inlerprétées, fournissaient un résultat & peu prés équi-
valent.

. Des études générales sur les séries convergentes de polyndmes en z, faites par
M. Osgood et par M. Monlel, il résulte d'aillenrs que les développements que j'ai
trouvés sont les plus simples possibles; les séries doubles qui y figurent ne peuvent
pas étre remplacées par des séries simples.

Ordre de l'approximation d'une fonction continue par un polynéme ou une
suite finie de Fourier. — M. Landau a fait connaitre une intégrale singuli¢re parti-
culitrement propre & la démonstration du théoréme de Weierstrass, parce que sa
valeur est loujours un polyndme. A cetle occasion [T4], j'ai attiré 'attention sur le
probléme snivant : On sait, depuis Weierstrass, que toute fonction continue peut étre
représenlée de facon approchée par des polyndmes; il conviendrait de fixer I'ordre
de l'approximation possible avec des polyndmes de degré donné a, quand on sait,
par exemple, que f(x) satisfait & la condition de Lipschitz

(ro) IS + k) — flz)| < W|A|.

M. de la Vallée Poussin s'était posé de son cOté la méme question: pen aprés
ma Note, il a commencé la série des publications fondamentales qu'il a données sur
ce sujel.

Fai précisé ensuile la question [1], en montrant qu'il &tait nécessaire de connai-
tre quelque chose sur la variation de f(x); que si l'on ne connaissait, par exemple,
que le module maximum M de f(x), le probléme n'anrail pas de sens. Dans ce
cas, en effet, quel que soit le degré choisi m, on pourra trouver une fonection conti-
nue f(x) différant de tous les polynémes de degré m de plus de M — ¢, quelque
petit qu'ait été choisi ¢. On peut dire plus : Pour chaque fonction f(z), la meilleure
approximation ¢ [f(z)] obtenue avec des polyndmes de degré m tend vers zéro

1 - e e .
avec —; mais son ordre infinitésimal ne peut étre fixé.

Jai beavcoup insisté sur la différence essentielle entre les deux aspects de la
question que je viens d'envisager : Considérons, par exemple, les fonctions satis-
faisant & I'inégalité (10), elles constituent ce que j'appelle la classe C'. 8i f{x) est
une fonction de cette classe et si on considére le polyndme de degré m qui la repré-
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sente le mieux, le polyndme de Tchebycheff, le maximum de la valeur absolue de
la différence entre f(x) et le polyndme est la meilleure approximation ¢ '[f(x)].
Si maintenant on prend successivemenl pour f(xz) loutes les fonctions de C', le
maximum ¢! des ¢ '[f(x)], dont la détermination dépend d'un probléme du calcul
-des variations, est le seul nombre que 'on puisse attacher i la classe C'. 11 n'est
nullement évident que l'ordre infinitésimal de chacun des ¢ '[f(x)], en lant que

fonction dei, ne soit pas supérieur & celui de ¢!, On verra gu'il en est parfois
ainsi pour certaines classes de fonclions.

Les mémes questions peuvent étre posées pour l'approximation des fonctions
conlinues de période am par des suites de Fourier d'ordre m; grice & M. 8. Berns-
tein et & M. de la Vallée Poussin, nous savons maintenant qu'il y a pour ainsi dire
identité entre ce probléme et le précédentl; au moment ol je travaillais ces ques-
tions, on savait simplement que les deux problémes élaient rés voisins et trés inli-
mement liés. C'est du sccond que je me snis occupé [15]; les résultals que j'ai
obtenus ont pu étre utilisés depuis pour I'un ou l'autre des deux problémes.

Jai étudié les fonclions de la classe C : f(x) < M: de la classe C' précédem-
ment définie; de la classe C" définie par la condition de Lipschilz généralisée :

{11) @ + B — f@)] <M (o<a<i):
de la classe C™ définie par la condition de Lipschitz-Dini :

(12) Lim,_, §[f(z + h) — f(x)][log h|{ = o;
de la-classc C", définie par la condilion :

(13) |f( + k) — flx)] <%(3),

() étant une fonction dont la principale propriété est que ?—(;—}- n'est pas croissant.

Toutes ces fonctions sont supposées conlinues et de période az.

Pour ces fonctions, jai étudié 'ordre de grandeur des coefficients de Fourier :
a, [f(x)] et a,: I'ordre de grandeur du mitme reste de la série de Fourier : R, [ /()]
et R, ; l'ordre de grandeur de la meilleure approximation par des suites de Fourier
~d'ordre m : em[fﬂij] el e,.

Les deux premiéres questions sont bien li¢es puisque, je l'ai dit, I'étude du reste
de la série de Fourier est comparable & celle des coefficients de Fourier a,, et b, ;
on verra dans un instant comment on peut passer de ld 4 la dernidére question.
Pour les deux premiéres, voici les résultats : La elasse C" contenant C' et C", il
suflit de les énoncer pour C, C" et C"; on a:

a =ﬂ, a == 0, a.* = Keg (%)_
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dans ces formules, K désigne une conslante numérique. Pour les « [ f(x)] on ne
peut définir, en fonclion de (é), un- ordre infinitésimal, le méme pour toutes les
fonctions.dc la classe envisagée, meillenr que celui résultant de 'expression de =_;

. Jai

sauf pourtant pour G : T'ordre des «,"[f(x)] est an moins celui de lﬂg' 5

prouvé que

R =M:(m), R'"M=— oo, R =Klogm.o s :
g 3 i L h H m

¢(m) désigne le nombre défini page 48.

On ne pent, pour toutes les fonctions de l'une des classes considérées, fixer un
meilleur ordre infinitésimal pour les R [ f(x)]. Ces résultats résultent de I'emploi
du raisonnement de Lipschilz pour I'étnde des séries de Fourier; ce raisonnement,

. qui se préte au calcul numérique, est en ce sens bien plus utile praliguement que

celui de Dirichlet, ainsi que I'avait déji fait remarquer M. Phragmén.

Voici maintenant comment on passe de ces deux problémes, en quelque sorte
préliminaires, au troisiéme. Soit trouvée la suite de Fourier d'ordre m, s(x), représen-
tant au mieux f(x); la différence d(x)=f{x) — s(x) entre f{x) el cetle saite sera,
par définition méme, au plus égale en module & ¢, [f(x)]; done, le miéme reste de
la série de Fourier de d(x) est au plus égal en module & ¢(m)e, [f(x)]. Or ce mitme
resle esl aussi celui de la série de Fourier de f{z), et par suile on a :

R, [f(x)].

p(m) °’

R, [[(®)] < ¢(m)e, [f(®)],  done e, [f(=)] >

ainsi, on a une limite inférieure de ¢, [ /()] dont R, [f(x)] est d'ailleurs une limite
supérieure.
Or, p(m) est de 'ordre de log m, done l'ordre de ¢, [ f(x)] est compris entre celui

o S L
de R [f(x)] et celui de %. De sorte que la meilleure limite de cet ordre que

I'on puisse fixer pour toutes les fonctions de la classe C', par exemple, est com-
= ™
i tre 1 dres di — = ).
prise entre les ordres de ?(m) el de log m f(m)

Pour la classe C™, comme on sait seulement que R, [f(z)] tend vers zéro, on
en peut conclure que le meilleur ordre commun & tous les ¢ [ f(x)] ne saurait étre

supérieur & celui de . Or, par I'emploi d'une inlégrale construite par M. de la

1
log m
Vallée Poussin, j'ai trouvé, pour toutes les fonctions de C", une approximation

{ 1 i !
d'ordre au moins égal ﬁm. donc le meilleur ordre possible pour toutes les fone-

. : : 1 : T
tions de C"' est exactement celui de e C'est le premier résultat de cetle nature

qui ait été oblenu; depuis, les familles pour lesquelles on sail fixer I'ordre d’approxi-
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mation sont nombrenses; on sait méme établir qu'inversement une fonction appar-
tient & une certaine famille dés qu’elle est susceplible d'une approximation d'un
ordre donné. Au cours de ces recherches, dues i MM. Dunham Jackson, Sergé Berns-
tein, de la Vallée Poussin, Paul Montel, on a souvent fait usage de la méthode que je
viens de rappeler et qui permet d'obtenir deux limites de 'ordre d'approximaltion.

Incidemment, j'ai obtenu une nouvelle démonstration de la convergence des séries
de Fourier des fonclions de C" el la prenve que la condition (12) ne saurait &tre
remplacée par une condition de convergence, relative i l'ordre de |f{xz+ &) — f(x)|,
qui soit moins reslriclive,

Représentation des fonctions de Baire.

Les fonctions de classe un. — Les représentations de fonclions discontinues,
dont il a été question dans ce Chapitre, n'étaient valables qu’exception faite des
points d'un ensemble de mesure nulle; de sorte gqu'on représentait en réalité, non
pas une fonction donnée f{x), mais toutes les fonctions équivalentes & f{x) an point
de vue de l'intégration. Celles dont je vais m'occuper maintenant sont des représen-
tations au sens ordinaire do mot, ¢'est-a-dire valables pour toutes les valeurs de la
variable. ;

M. Baire appelle fonctions de classe zéro, les fonclions continues; les fonctions
de classe un sont les fonctions discontinues qui sont limites de fonclions continues;
par fonclions de classe n, il désigna toules les fonclions gui n"appartiennent pas anx
classes inférieures 4 n et qui sont pourtant limiles de suites de fonctions appartenant
i ces classes. Pour gue cette classification ail tout son cflel, il faut admettre que n
peut étre un nombre transfini.

M. Baire a prouvé que, pour qu'nne fonclion soit de classe un, il faut et il sullit
gu’elle soit ponctuellement discontinue sur toul ensemble parfait; ¢'est-d-dire qu'elle
admetle nécessairement des points de continuité quand on ne la considére gqu'aux
points d'un ensemble parfait, d’ailleurs quelconque. Dans sa Thése, M. Baire avait
démontré I'énoncé précédent pour les fonclions d'une variable et il déelarait ne pas
savoir s'il était encore exact dans le eas de plusieurs variables. An lendemain de sa
Thése, j'ai montré que 1'énoncé de M. Baire était général: ce ful 1'objet de la pre-
miére Note que j'ai présentée aux Comptes Rendus [44]; pen de lemps apris, M. Baire
simplifia et modifia sa démonstration primitive, ce qui la rendit applicable au cas
général,

Le procédé que jai employé repose essenticllement sur I'emploi des courbes,
telles que celles de Peano et d’Hilbert, qui remplissent tout un domaine. Pour qu'une
fonction soit de classe un, dans un carré par exemple, il faut et il suffit gu’elle soit
de classe un au plus sur toule courbe du carré el effectivement de classe un sur 'une

8
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d'elles; il sullit d'ailleurs de considérer la seule courbe de Peano remplissant ce
carré. Le méme énoncé est vrai pour une classe quelconque; je n'ai développé la
démonstration [64] qu'en la rattachant aux rechérches que j'exposerai au paragra-
phe suivant, t

Je me suis demandé si, au lieu d'uliliser toutes les courbes, ou d'utiliser des
courbes aussi compliquées que la courbe de Peano, on ne pourrail pas ne considérer
que des courbes assez simples. Ce probléme, gque M. Sierpinski a repris récemment,
m'a conduit & des résnltats inattendus : il existe des fonclions conlinues sur loule
courbe analytique, el pourtant discontinues dans tout domaine; elles sont représen-
tables par des séries de polyndmes, nalu rellement non uniformément convergenles
dans tout domaine si petil qu'il soil, et qui, pourtant, convergent uniformément sur
toule courbe analylique.

La démonstration de M. Baire ulilisait les nombres transfinis; j'ai dit [61] que,
de cet emploi, résullait un avantage; que la démonstration méme donne, en quelque
sorle, un procédé opéraloire régulier pour reconnaitre si une fonclion est on non de
classe un et, dans affirmative, pour obtenir sa représentation en série de polyndmes.
Pourtant, il y avait intérét & justifier un énoncé, qui ne éuppose pas la nolion de
nombre transfini, sans uliliser cetle nolion: ¢'est ce que j'ai fait [86], grice surlout
A des procédés de raisonnements dus 4 M. Baire lui-méme et en ulilisant ce que
jrappelle des fonctions de classe un en un point, ou des fonctions de classe un & ¢
prés en un point, ou sur un ensemble. Ces fonctions sont définies par analogie avec
celles gue 'on appelle des fonctions conlinues en un point ou continues & = prés.
En méme lemps, je donnais une autre forme 4 la condilion nécessaire et sullisanle :
Pour qu'une fonclion f soil de classe un au plus, il faul el il suffil que le domaine ot
elle est définie puisse, quel que soit ¢ > o, élre considéré comme la somme dune infi-
nilé dénombrable d'ensembles fermés sur chacun desquels [ est continue & moins de ¢
prés. -

Aprés avoir justifié cet énoncé pour le cas d'une seule variable [86], je lai
démontré dans le cas général [14]. J'ai fail voir qu'il était d’'un emploi facile en
I'appliquant : a) aux fonctions semi-conlinues, dont la définition est due & M. Baire;
) aux fonctions n'ayant qu'une infinité dénombrable de points de disconlinuité;
¢) aux fonctions f{z, y) continues séparément par rapport aux déux variables dont
elles dépendent; toutes ces functions sont de classe un.

Javais d&jh.donné une démonstration trés simple relative aux cas §) et ¢) dans
mon premier travail [19]. M. Borel a inséré dans ses Legons sur les fonclions de
variables réelles, une autre démonstration relative au cas ) que je lui avais com-
munigqudée. ,

L'examen du cas ¢) élait tout indigué, car M. Baire avait étudié simultanément les
fonclions d'une variable qui sont de classe un et les fonctions d’une variable déduites
des fonctions relatives A ce cas ¢). J'ai monltré [19] qu'une fonclion de a variables,
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counlinue par rapport & chacune d'elles est au plus de classe n — 1. Généralisanl un
résultat de M. Volterra relatif aux fonctions de classe un, j'ai prouvé [61] que toute
fonction g(f) de classe p était oblenue en faisant &, =@, == ...... =, =1 dans
une fonction f(z,, =, ..... @,,,) continue par rapport aux p + 1 variables dont elle
dépend. Lorsque l'existence effective de toules les classes de Baire a été prouvée, il
en est résulté que les développements que j'avais oblenus pour les fonctions conti-
nues de plusieurs variables ne pouvaient étre simplifiés.

Pour l'application du nouvel énoncé, il est commode de savoir que, pour gu'un
ensemble puisse &lre considéré comme la somme d’'une infinité dénombrable d'en-
sembles fermés, il faut et il suffit qu'il soit I'ensemble des points de discontlinuité
d'une fonetion.

Les fonctions représentables analytiquement. — Dans un Mémoire [61] qui, lui,
mérile bien d'étre qualifié d'abstrait, j'ai étendu les résultats oblenus pour les fone-
tions de classe un 4 loules les fonctions de Baire, c'est-i-dire & tontes les fonclions
représentables analytiquement. J'ai pu généraliser tous les énoncés : par exemple,
j’ai pu définir, pour tout symbole de classe, «, des points de continuité « et montrer
que, pour qu'une fonction soit de classe « au plus, il faut et il suffit qu’elle soit
ponctuellement discontinue « sur tout ensemble parfait.

Mais beaucoup des énoncés oblenus, et celui que je viens de citer en particulier,
sont trés formels el ne prouvent guére que l'identité de certains problémes. Les
énoncés les plus utiles sont cenx que j'ai obtenus en partant de la forme suivante
que j'avais donnée & la condition nécessaire et suffisante pour gqu'une fonction f soit
au plus de classe un : il faut que, quels que soient a et b, I'ensemble E[a << f<Zb)
soil la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles fermés.

Dans cet énoncé interviennent deux catégories intéressanles d’ensembles que je
vais généraliser : Un ensemble sera dit F de classe « s'il est défini par une inéga-
lité a < f<C b A l'aide d'une fonction f de classe «, sans pouvoir I'étre & l'aide
d'une fonction de classe inférieure; les ensembles F de classe zéro sont les ensem-
bles fermés.

Un ensemble est dit O de classe = dans les conditions analogues, l'inégalité
étant maintenant a <7 f<Z b; les ensembles O de classe zéro sont les ensembles
ouverts.

Jai donné des procédés pour former les ensembles F et O des classes succes-
sives ; par exemple, on obtient les ensembles O de classe « au plus comme somme
d’une infinité dénombrable d'ensembles de rang x au plus; on appelle ainsi les
produits d'une infinité dénombrable d'ensembles F des classes inférieures & «, Et,
d'autre part, j'ai obtenu des énoncés tels que celui-ci : Pour qu'une fonction f soit
de classe o au plus, il faut et il suffit que, quels que soient a et b, I'ensemble
E(a < f < b) soit un ensemble F de classe z au plus.
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Mes recherches ont été prolongées par celles, Lrés importantes, de M. de la Vallée
Poussin et de M. Sierpinski.

Javais cru pouvoir généraliser en quelques lignes un raisonnement correct el en
déduire que les fonctions obtenues en résolvant des équalions dont les deux mem-
bres sont des fonctions de Baire sont, elles-mémes, des fonclions de Baire. Mais la
généralisation en question esl incorrecle, et le théoréme précédent n'est pas démon-
teé, comme l'ont fait observer MM. Lusin ct Souslin. Celle erreur semblait devoir
infirmer pas mal de mes conclusions, car je renvoyais plusieurs fois & I'énoncé non
justifié; mais, en réalité [6], ce n'est pas sur cet énoncé, c'esl-d-dire sur la généra-
lisation incorrecle gque je m'appuyais, c'élail, seulement, sur le raisonnement non
généralisé qui, lui, est correct.

Comme conséquence des théorémes généraux sur les fonclions de classe «, j'ai pu
donner des exemples de fonctions apparilenant & chacune des classes congues a priori
par M. Baire. L'exislence effeclive de ces classes est ainsi prouvée. J'ai pu aussi
donner un exemple de fonction n'appartenant pas a la classification de M. Baire.
Ces exemples ont une valeur logique; ils n'ont cependant pas de valeur pratique;
ce ne sont pas des exemples numériques, car, par exemple, la valeur d'une de ces
fonctions peut dépendre de la convergence ou de la divergence d'une série que nous
ne savons pas étudier. La portée de mes exemples n'est donc pas la méme que celle
des exemples numériques de fonclions des classes 1, 2, 3 donnés par M. Baire.

Fonctions et ensembles mesurables; Fonctions et ensembles mesurables B. —
Les recherches précédentes fournissent des renseignements sur 1'étendue de la famille
des fonctions ou ensembles mesurables; j'ai, en effel, prouvé que loule fonclion de
Baire est mesurable B el réciproquement. Ce résullat a élé retrouvé par M. Vilali.

" D'autre part, la fonetion échappant & la classification de M. Baire que j'ai formée

est mesurable; donc il existe des fonctions et ensembles mesurables gui ne sonl pas
mesurables B, :

Examinons les différents procédés de définition des fonctions. Dans tous, on dit
Dans tel ensemble E de points, nous caleulerons la fonction de telle maniére, algé-
brique, fonctionnelle ou arithmétique. Tous ces calculs se raménent 4 U'emploi des
opéralions arithmétiques et du passage a la limite & partir de fonctions antérienre-
ment définies; dong ils conduisent, dans chagque ensemble, & des fonctions de Baire,
s'ils sont appliqués & partiv de fonctions de Baire. Et, si les divers ensembles E
sont mesurables B, la fonction finale est aussi mesurable B, Quant aux ensembles E,
on bien ils sont déduils par addition ou mulliplicalion d’ensembles antérieurement
définis, et alors, si ceux-ci sont mesurables B, ils sonl mesurables B, ou bien ils
sont déduits de fonclions antérieurement définies. Or, au cours des études précé-
dentes, il a été démontré gqu'en définissant des ensembles par des égalités, ou inéga-
lités comme celles que j'ai utilisées, ou par la considération de 'ensemble des points

Notice sur les travaux scientifiques - page 56 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=56

BRI Sante

de divergence, de convergence, de convergence non uniforme, etc., d'une série de
fonclions données, ou par les divers procédés auxquels on a eun recours pour passer
«de fonclions & des ensembles, on obtient des ensembles mesurables B lorsque les
fonctions dont on part sont mesurables B. On comprend ainsi que la famille des
fonctions, ou des ensembles mesurables B, soit trés vaste, et que, pour en sortir, il
faille emiployer des procédés de définition tout nouveanx. ;

8i, pourtant, j'ai réussi & définir une fonction non mesurable B, c'est que jai
utilisé les opérations d'addition et de .multiplication, & partir d'une infinité non
dénombrable d’ensembles. Les recherches entreprises par MM. Lusin et Souslin, pour
réparer I'erreur que j'avais commise et dont il a été parlé au paragraphe précédent,
les ont conduils & des exemples de fonctions non mesurables B. Leurs raisonne-
ments n'ont pas encore &té publiés; ce que nous en savons nous montre gu'eux
-aussi utilisent des sommes et produits d’ensembles pris en infinité non dénombra-
ble. On voil & quelles complications il faut avoir recours pour sortir du domaine
des fonctions de Baire oo fonclions mesurables B,

On a voulu aller plus loin et sortir du domaine des fonctions mesurables; il a
fallu avoir recours & l'axiome de Zermelo. Sous sa forme primitive, cet axiome
-consiste 4 admetlre que, des ensembles étant donnés, if existe des moyens de choisir
dans chaque ensemble un élément particulier. Le sens des mots il exisle est assez
mystérieux, car cet énoncé ne doit pas 8lre considéré comme contradictoire avec
celui-ci : pour telle famille d'ensembles, aucun homme ne pourra jamais définir
ane correspondance de Zermelo, Jai [12, 80] précisc les difficultés qu'il y a & admet-
tre cel axiome; j'ai indiqué que, 4 mon avis, cela revenait & dire qu'on avait le droil
de raisonner de fagon précise & partir de prémisses imprécises. Je dois ajouter gque
d’excellents mathématiciens ont une opinion entiérement opposée; M. Hadamard
et moi avions échangé sur ce sujet, & I'occasion du Congrés de philosophie de 1914,
une correspondance passionnée donl la guerre a empéché la publication. On ne doit
guére le regretter, car toules ces discussions sont oiseuses; I'intérét de I'axiome de
Zermelo serait prouvé le jour oii I'on en aurait tiré des résultats positifs utiles.
On se familiariserail avec cet axiome en l'employant, et pen & peu on verrait se
dissiper les difficultés d’ordre philosophique qui nous arrétent actuellement.

C'est parce que j'admets que I'avenir pourra me donner tort que j'ai éludié quel-
.ques conséquences de 'axiome de Zermelo. Une de ces conséquences est I'exislence,
au sens mystérienx du mot, d’ensembles et de fonctions non mesurables: M. Vitali
-en a donné, je crois, le premier exemple; M: Van Vleck, moi-méme en avons donné
-d’autres. Toutes les recherches ol intervient I'axiome de Zermelo conduisent & de
telles fonctions; j'ai eu trois fois l'occasion d'uliliser cet axiome. D'abord, 4 la
-demande de M. Corrado Segre, j'ai étudié [9] un probléme sur les correspondances
& la fois ponctuelles et tangenliellés, qui se raméne & la résolution des denx égua-
tions fonclionnelles : (2, +2,)=132(z) +2(z); #(2,2))=15(z)%(z,)-

Notice sur les travaux scientifiques - page 57 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=57

2RI Sante

NS

Ma conclusion a été qu'en dehors des solutions classiques, il existe, au sens de-
Zermelo, d'autres solutions, mais aucune gui soit mesurable B, ni méme mesurable.
A peu prés i la méme époque, M. Hamel traitait des équations fonctionnelles ana-
logues. Bien des Auteurs ont depuis repris ces queslions,

Jai montré [13] qu'il faudrail s'adresser aux fonctions non mesurables pour
définir une correspondance de Zermelo pour la famille des ensembles dénombra-
bles de nombres ou méme pour la famille des progressions arithmétignes & denx
raisons a 4 mr + m,r,. -

Les Idéalistes (partisans de l'axiome) ont souvent reproché aux Empiristes
(adversaires) de ne pas &tre cohérents avec eux-mémes; sans m’arréler au pelit jen
qui aurait consisté & retourner 'argument, j'ai essayé de bien expliquer la position
que j'avais adoptée en montrant quel est le sens empiriste précis de cerlaines défi-
nitions auxquelles on ne voulait accorder qu’an sens idéaliste [17].

Les ensembles E[a < f<b], Ela<f<<b], E[a<[f], ete. — En terminant
ce Chapilre, je voudrais signaler lounles les ressources que j'ai lirées de la considéra-
tion de ces ensembles. Ce sont eux qui m’ont permis l'intégration de lant de fonc-
tions; ils m'ont permis I'étude des fonctions de classe un et de classe quelconque:;
ils permetient de caraclériser les fonctions de Baire; ils permettent de ramener i
un processus uniforme des modes de formation d'ensembles ou de fonctions, trés
variés en apparence, elc.

Alors que, dans les recherches sur la théorie des fonetions, on introduisait les
ensembles au hasard de l'imaginalion de chacun, en portant son altention soit sur
I'ensemble des points de discontinuité d’une fonction, soit sur I'ensemble des points
de convergence d'une série, soit sur d’autres ensembles encore, c'est tonjours sur les
ensembles attachés & la fonction par les mémes inégalités a<C f< b, a < f<Zb, elc.,
que j'ai raisonné, ce qui a donné une grande unité & mes recherches.

11 est facile de se rendre compte, aprés coup, de l'intérét qu’il y avait & considé-
rer ces ensembles, J'ai déja dit comment U'intégration m’'avait conduit A leur consi-
dération ; 'intégration, étant une opération fonctionnelle, n'exige cependant pas leur
considération aussi impérieusement que les opérations sur les nombres. Soit i effec-
tuer sur des fonctions les opérations VE, © 4 v, uv, logv, par exemple; alors, pen
importent les points pour lesquels u et v deviennent égales & n, et v, les résultats
des opérations ne dépendant que de u, et v,. C'est donc sur les valeurs des fone-
tions qu'on est conduit & porter son ‘atlention; ce sonl ces valeurs que l'on va
grouper par valeurs voisines et non les valeurs des variables. L'élude des opérations
sur les fonctions reléve donc bien des ensembles considérés, et comme les fonc-
tions de Baire sont celles gqu'on obtient, & partiv des variables, par les opérations ;
addition, multiplication, passage a la limile, il était naturel que ces ensembles pus-
sent servir 4 I'étude des classes de Baire.
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Les méthodes ordinaires de 1'Analyse conduisent 4 porter I'altention tout d'abord
sur les variables; s’agil-il, par exemple, de trouver un maximum, on cherchera
d’abord gquand il est oblenu, qu'il s'agisse d'un probléme d’algébre ou du caleul des
varialions. Pourtant, dans la pratigque, ot la fonclion correspond en général 4 1'effel
et les variables aux conditions du phénoméne, c'est la fonctlion qui imporle; sans
doute, il est intéressant de savoir dans quelles condilions une pile de pont supporte
la charge maximum, mais ce qu'il faul connaitre par-dessus lout, c'est la grandeur
de cette charge maximum. La considération systématique des ensembles Efa < f< b]
m'a élé pratiquement utile parce qu'elle m'a toujours foreé i grouper les conditions

~donnant des effels voisins.
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CHAPITRE 111

CALGCUL DES VARIATIONS

Le Probléme de Plateau.

Le Calcul des aires. — Le calcul des aires se fait par analogie avec le calcul des
longueurs des arcs de courbe. On sait que la longueur d'un tel arc est la limite des
longueunrs des polygones inscrits dans l'arc el dont les cdtés tendent vers zéro. Jordan
a prouvé que, pour toule courbe rectifiable, c'est-d-dire de longueur finie, les coor-
données sont des fonctions & variation bornée d'un paramétre,

Jai montré [85] que si, ce qu'il est toujours possible de réaliser par un change-
ment du paramétre, ces fonctions sont & nombre dérivés bornés, la longueur est
donnée par l'intégrale classique. Si le paramétre est 1'arc s lui-méme, on a

eyt 42 =

presque pour toute valeur de s et, sauf pour les mémes valeurs exceptionnelles de s,
la courbe admet une langente délerminde. Celle propriété a été utilisée dans le caleul
des variations, notamment par M, Tonelli.

11 est naturel d’essayer d'obtenir, pour le cas des surfaces, des résultats analogues:
la ‘guestion n'est pas trés avancée. Quand je me suis occupé de ces problémes, la
notion d'intégrale n’élait pas assez étudiée, c’est méme 4 'occasion de caleul d'aires
que j'ai entrepris mes recherches sur cette notion. Depuis, je ne suis pas revenu sur
la question qui pourrait maintenant, il me semble, étre menée beaucoup plus loin
dans l'ordre d'idées on je I'avais abordée. Je me suis & pen prés borné 4 donner une
définition de 1'aire. Partant d'une définition différente, M. W. H. Young a fait faire
récemment & ces problémes des progrés importants, ;

Il paraissait naturel de dire : I'aire d'une surface est la limite des aires des sur-
faces polyédrales inscrites et dont les faces tendent vers zéro. Or, cette définition est
inadmissible, car les aires dont il s'agit n'ont ancune limite déterminée et pour cer-
tains choix des sommets des polyddres, ces aires ont une limite infinie. Schwarz, le

premier, a montré cetle difficulté en prenant 'exemple le plus simple possible : la

-
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surface latérale d'un cylindre de révolation. Cet exemple est si simple qu'il a élé
retrouvé depuis par plusienrs Auteurs. En présence de celte difficulté, on a adopté
parfois des définitions qui n'ont plus aucun rapport avec la considération des
polyédres, qui, par suite, ne se raccordent nullement avee les considérations de la
géométrie élémentaire el ne servent guére qu'a « sauver la face », & permettre de ne
pas se borner & dire : nous appelons aire lelle intégrale double,

Voici comment j'ai raisonné : Le procédé pratique de mesure des courbes maté-
rielles, qui a donné l'idée de la définition mathématique des longueurs, consiste i
mesurer un polygone trés voisin de la courbe. Or, si 'on considére les polygones
tendant vers une courbe C, lenrs longueurs tendent, suivant le choix des polygones,
vers lelle limite que l'on veut, égale ou supérieure & une cerlaine longueur L. L est
done la seule valeur attachée & la considération des polygones tendant vers C. En
fait, L est précisément égale & ce que 1'on appelle la longueur de C, Dés lors, on
peul adopler des définitions analogues pour la longueur d'une courbe et 'aire d'une
surface, en les considérant comme les plus petites limites des longuenrs, ou aires,
des polygzones, ou polyédres, tendant vers la courbe, ou surface, 4 mesurer [43, 8].

Cette définition a été assez communément adoplée dans les recherches générales;
elle a été fort étudide, en particulier par M. Zoard de Gelicze; elle pourrait aussi élre

introduite dés la géométrie élémentaire, ce qui donnerait plus d'unité, de rigueur et

de simplicité & 'exposition de tout ce qui concerne les longuenrs, les aires et les
volumes [63].

Pour que la définition précédente soil acceplable, c'est-A-dive donne une aire
ayant les propriétés essentielles des aires ordinaires, il faut que le nombre défini
posséde au moins l'addivité restreinte. Commengons par examiner le cas des domaines

plans. Jordan, guidé par une définition descriptive de 'aire, qui est celle que M. Hada-
mard a formulée pour le cas des polygones, détermine 'aire de certains domaines
qu’il appelle quarrables; ce sont ceux dont la frontidre est de mesure nulle; l'aire
est alors la valeur commune de la mesure du domaine ouverl el de la mesure du
domaine fermé. Il existe des domaines non quarrables, mais ceux que connaissait
Jordan étaient compligués; aussi Jordan a-t-il demandé, dans I'Intermédiaire des
Mathématiciens, s'il existait un domaine simple, limité par une seule courbe sans
point multiple, et qui soit non quarrable. En modifiant le procédé qui permit &
M. Hilbert de construire une courbe remplissant un carré, j'ai obtenn un exemple
d’une telle courbe [8]. Quelgue temps aprés, M. Osgood est parvenu, de son cdté, 4
un exemple analogue. Il existe donc bien des courbes non guarrables, comme 1'on dit.

On pouvait se demander si le probléme des aires était possible on non pour les
domaines qualifiés de non quarrables; modifiant mon exemple primitif, j'en ai
déduil [10] que le problénte des aires est possible pour la famille des domaines sim-
ples, guarrables ou non, mais qu'il est indéterminé. La définition descriptive ne
détermine 'aire que pour les domaines quarrables. C'esl done bien pour ces seuls

9
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domaines que l'on peut parler d’aires. Il est certain dés lors que, pour gue notre
définition de I'aire d'une surface soit acceplable, il faudra nous restreindre 4 des cas
ot la frontiéré remplira une cerlaine condilion comme dans le cas du plan. Jai
montré [8] que si deux surfaces S, el 8, sonl quarrables, c'est-d-dire ont des aires
fimies, et si leurs frontidres se raccordent suivant un arc «f, la surface S=8§, + 8,
a bien pour aire la somme des airesde S, et de §_, lorsque 'are «f peut étre enfermé
dans des surfaces polyédrales fermées d’aires aussi pelites qu'on le veut. Je dis, dans
ce cas, que af est quarrable,

('est seulement pour les surfaces limitées par des courbes quarrables que j'éludie
le probléme des aires. De celle maniére, aire vérifie bien la condition d'addivité ;
il y a accord entre la définition de l'aire des domaines plans et celle de l'aire des
surfaces; il y a accord entre les deux calégories de courbes guarrables planes et

~ gauches. Génctralisant un résullat de Jordan, j'ai prouvé que loule courbe rectifiable

est quarrable.

Le minimum des intégrales ff JSda. — 1l serait presque inutile de savoir

gue l'aire est addilive, 8'il existailt des surfaces quarrables qui ne puissenl pas élre
décom posées en morceaux par des courbes guarrables. J'ai montré qu'une surface
quarrable peul loujours étre décomposée en morceaux aussi pelits que 'on veul par
des courbes rectifiables. Une lelle décomposition correspond & celle d'une courbe en
pelits ares; a chague pelit are est alors atlachée une corde, et la somme des longueurs
des cordes est une valeur approchée de la longueur de la courbe. Quelle est 'expres-
sion approchée pour l'aire d'une surface? Un conlour C étant donné, considérons
des calottes polyédrales simplement connexes dont les frontiéres tendent vers C, la
plus petite limite vers laquelle tendront les aires de lelles calottes sera dile aire
minima de C. Une surface S élant donnée, si on la divise en morceaux limilés 4
des contours guarrables C , C,, ....., la somme des aires minima de C,, de C_, .....
est une valeur approchée de V'aire de 5.

Il ¥ a donc entiére analogie entre le cas des courbes et celui des surfaces. L'élude
de cetle analogie m'a conduil & me demander s'il n’existait pas une surface qui soit,
pour un contour C, I'analogue de ce qu’est la corde AB pour ses extrémités A et B;
en d'autres termes, s'il n'existe pas une calotte de surface simplement connexe
limitée & C et dont I'aire soit 'aire minima de €. Ce probléme est connu sous le
nom de probléme de Plateau, du moins quand on admet que la surface cherchée est
analylique, ce qui entraine, comme l'on sait, qu’elle soit une surface minima. Je ne
me suis nullement occupé de I'analylicité de la surface solution.

Mes premiéres recherches [43] sur ce sujet ont éLé faites indépendamment de
celles de M. Hilbert sur ce qu'on appelle maintenant la inéthode directe du calcul
des variations; j'ignorais avoir été précédé par M. Hilbert, de méme que ce géométre
ignorait qu'il avail é1é précédé par Arzela. Clest sans doule parce que javais pensé
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4 ces questions avant de lire M. Hilbert, que je me suis laissé entrainer par mon
penchant naturel & présenter les raisonnements sous un aspect géométrique; j'ajoute
que je dois beaucoup, presque tout, & I'élude des travaux de M. Hilbert. La méthode
directe d'Arzelh et de M. Hilbert comporle trois opérations. Supposons gu'il s'agisse
de trouver le minimum d'une fonctionnelle de ligne ou de surface D (8) :

I. On choisira des éléments S, S, ..... ayant un ¢élément limite X el tels
que P(S), B(S), ..... tendent vers la borne inférieure m des D(8);

Il. On démontrera que O (Z)=m;

III. On montrera que X fournit bien une solution de I'équation différentielle oun
aux dérivées partielles du calcul des variations.

Celte méthode n'a pu &tre employée complétement que dans un petit nombre de
cas. Toul récemment, M. Tonelli vient cependant de montrer qu'elle peut étre
appliquée lorsque $(8) est une intégrale simﬁle correspondant & ce qu'on appelle
un probléme régulier.

Dans sa premidre communication, la seule dont j'anrai A m’occuper, M. Hilbert
n'étudie que V'opération 1; il effectue celle opération, comme U'avait effectuée Arzeld,
en utilisant la notion de fonctions également continues due A Ascoli et qui a, depuis,
joué un rdle si important dans les travaux de M. Fréchet et surtout dans ceux de
M. Montel. C'est bien la méme méthode que j'ai utiliséte, mais en lui donnant le
plus souvent un aspect géomélrique, variable avec le probléme étodié. L'idée est
toujours celle-ci : des S, 8., ..... , situés dans vune région bornée de 'espace, ont
nécessairement au moins un élément limite, si 'on peut aflirmer que loute partie
d'un 8, est contenue dans une portion de I'espace dont le plus grand diamétre f(e)
tend vers zéro avec ¢, dés que l'on sait que la fronliére de cet S, est elle-méme
contenue dans une portion de l'espace dont le plus grand diamétre est ¢. Par
exemple, j'ai prouvé l'existence de la surface minimisante X pour le probléme de
Platean en remarquant que, dans ce probléme, on peul prendre pour les S, des
surfaces polyédrales telles que toute partie d'une de ces surfaces, limitée par un
contour I', soit intérieure & toulte surface convexe qui entoure .

M. Hilbert ne s’'occupe pas de l'opération II; il se borne & affirmer que tout
probléme du calcul des variations a des solutions pourvu que la notion de solution
regoive une extension convenable. On peut, en effel, toujours convenir que ¢ (Z)=m.
Mais, pour qu’il n'y ait pas 14 un simple escamotage, il faut tout au moins que, si la
fonction P(S) était antéricurement définie pour I'élément ¥, cette ancienne défini-
tion et la nouvelle concordent bien. ;

Pour qu'on soit assuré, a priori, gqu'il en esl ainsi, sans avoir 4 faire intervenir
les propriétés de I'élément inconnu Z, il faut que, pour lout élément S limite d’élé-
ments 8,8, ..... , P(S) soit au plus égale a la plus petite limite de la suite
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B(E), PG .. . Lorsqu'il en est ainsi, j'ai dit; par extension d'une dénomina-
tion que M. Baire venait d’introduire dans la théorie des fonctions de points,
que ((8) est partout égale & son minimum ou encore gu'elle est semi-continue
inférieurement. Dés les premiers lemps de la méthode directe, j’ai montré [45, 8]
I'importance de cetle notion. J'ai prouvé gque la délinition des longueurs et des aires

entraine la semi-continuité inférieure des intégrales ffd's, f JSda, intégrales

de Stieltjés de fonclions positives, inlégrées par rapport & la fonction de domaine
égale & la longueur ou & l'aire et ceci m'a permis de prouver l'existence d'un mi-
nimum pour ces intégrales, lorsque f reste constamment supérieur &4 un nombre
fixe supérieur & zéro; les intégrales étant étendues soit & toutes les courbes (de 1'es-
pace ou d'une surface) joignant deux points donnés, soit 4 toutes les surfaces limi-
tées & un contour donné. Pour f=1, on a respeclivement le probléme des géodé-
siques et le probléme de Platean.

Des remarques de M. Hadamard, des travaux de M. Goursat et de M. Tonelli ont
montré que la semi-continuité élait bﬁaumup plus fréquente que je n'aurais osé
I'espérer : M. Tonelli a, en effet, prouvé que, dans tous les problémes réguliers
relatifs aux intégrales simples, se rencontre précisément celle des deux semi-
continuités qui est nécessaire 4 'application de la méthode directe.

Je ne puis passer & une autre question sans rappeler au préalable que des travaux
de M. S. Bernstein ont fait faire récemment des progrés essentiels au probléme de
Plateau, considéré comme probléme de détermination d'une solution d'une équation
aux dérivées partielles,

Le Probléme de Dirichlet.

De la possibilité et de l'impossibilité du probléme de Dirichlet, — Ce probléme
consiste, comme l'on sait, & trouver une fonction harmonique dans un domaine
donné et prenant des valeurs données sur la frontidre de ce domaine; il est intime-
ment lié au probléme de Riemann, consistant & trouver le minimum de 'intégrale

ff[(%)+ (%)u]d:ndy
ou de 'intégrale
ff/l:(%)‘ -+ (%)1 - (;’: )=:| dxdydz

étendue & un domaine donné, pour loutes les fonctions /' prenant des valeurs don-
nées aux frontiéres du domaine,

Notice sur les travaux scientifiques - page 64 sur 88


http://www.biusante.parisdescartes.fr/histmed/medica/page?110133x124x05&p=64

BRIT Sante

T

Ces deux problémes ne sont pas équivalents; M. Hadamard a signalé que l'on
-peut choisir des valeurs continues sur une circonférence felles que l'intégrale de
Riemann étendue au cercle soit infinie pour toute fonction prenant ces valeurs, et
cependant le probléme de Dirichlet est toujours possible pour un cercle! Pourtant,
si l'on modifie trds peu les valeurs sur la circonférence, on peuat rendre le probléme
de Riemann possible, et comme ececi revient & modifier trés peu la solution du pro-
bléme de Dirichlet, I'objection de M. Hadamard n'empéche pas de considérer les
deux problémes comme praliquement équivalents. La démonstration classique de'.
cetle équivalence n'élait pourtant pas suffisante; on prouve bien que, si le probléme
de Riemann a une solution, celle-ci est solution du probléme de Dirichlet; mais le
raisonnement ne peut étre ulilisé pour prouver la réciproque, parce que la fonction
solution n'a pas, en général, de dérivées 4 la fronliére. Vai [73] pu apporier les petits
compléments indispensables anx raisonnements classiques, dans les cas ol 'objec-
tion de M. Hadamard ne porte pas, précisément en m'appuyant sur les calculs de
M. Hadamard et grice aux ressources de la méthode directe. Au sujet du théoréme
d'existence de la solution du probléme de Riemann, M. Zaremba a écrit : « Il est
~done connu depuis longtemps, mais, comme l'a justement fait observer M, Lebes-
gue, qui parait &tre le premier & en avoir donné une démonstration rigoureunse, la
démonstration classique n'est nullement probante, méme si I'on considére la possi-
‘bilité du probléme de Dirichlet comme préalablement démontrée. » Ce que I'on
oubliait de faire, c’est 'opération II; je ne reviendrai plus sur cetle opération que
j'ai anssi effectuée [33] sans utiliser la connaissance de la solution du probléme de
Dirichlet pour le cas des domaines circulaires,

Pour effectuer I, j'ai employé des procédés assex variés [54, 55, 59]; voici celui
-que j'ai développé dans un Mémoire relatif au probléme de Dirichlet plan [73]. Une
fonction J étant donnée dans un domaine D et prenant des valeurs données sur la
frontitre F de D, on peut toujours trouver une fonction g Ggale a f sur I, dériva-
ble, donnant 4 l'intégrale de Riemann étendue & D une valeur au plus égale & celle
-que donne f, et qui soit monotone, c'est-A-dire lelle que, dans tout domaine,
¢ n'atteigne sa borne supérieure et sa borne inférieure que pour des points de la
frontiére du domaine. Cecis étanl, si, des diverses fonctions f,, f,, ..... d'une
suite minimisante, on déduit des fonctions »,, %,, ..... , celles-ci ont une limite.
En m’appuyant sur le fait que cette limile est unique, et en utilisant la solution du
probléme de Dirichlet dans le cas du cercle, j'ai pu facilement effectuer l'opéra-
tion III par un procédé qui, comme je l'ai dit, n’est peut-étre bien que la recons-
titution de celui auquel M. Hilbert avait fait allusion dans sa premiére commu-
micalion et gu'il n’a jamais développé.

Cetle méthode m’a permis de prouver la possibilité des problémes de Riemann
.et de Dirichlet dans des cas extrémement ¢tendus, par exemple pour tous les do-
maines simplement connexes, que leur frontiére soit une courbe de Jordan oun non,
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pour tous les domaines dont I'ordre de connexion est fini, quelle gque soit la nature
de leurs frontiéres, et méme pour beancoup de domaines ayant une infinité de fron-
titres. Les valeurs données & la frontiére doivent étre continues, mais peuvent étre
d’ailleurs quelconques; si ces valeurs z(x, y) sont représentées par des points (x, y, z)
de 'espace, les données, {frontiéres du domaine et valeurs aux frontidres, sont repré-
senlées par une figure de I'espace, par une sorte de contour gauche I'. Ce que 'on
doit entendre par des conlours 1", I',, ..... lendant uniformément vers 1" est

-trés clair et permet d'indiquer ce que I'on entend par une convergence uniforme

des données de problémes de Dirichlet D, D, ..... vers celles d’un probléme D ;
jai montré que, dans ces conditions, les solutions de D, D,, ..... tendent uni-
formément vers celles de D. Il faut remarquer que ce théoréme de convergence est
trés général,~car D peut parfaitement avoir un ordre de connexion différent de ceux
de D, D, ...

L'avantage de cetle méthode, c'est qu'elle ne nécessite pas une étude spéciale def
ce (ui se passe au contour, comme c'est le cas dans la plupart des résolutions du
probléme de Dirichlet. 8i I'on consent a faire une telle étude, on peut employer,
pour effectuer I et IT1, les autres procédés que jai donnds, en particulier le suivant,
dans leguel on n'effectue pas 4 proprement parler l'opération I et qui, par suite,
g'¢loigne quelque peu de la forme habituelle de la méthode directe. Grice 4 un rai-
gonnement de M. Hilbert, convenablement complété, j'ai pu prouver [59] que deux
suiles minimisantes ne pouvaienl converger uniformément dans un domaine par-
tiel, si petit qu'il soit, sans converger vers la méme limite dans ce domaine parliel.
Des lors, partant d'une suile minimisante f, f,, ....., modifions chaque f; dans
uu cerele C de manitre qu'elle reste continue et devienne harmonique dans C. De
cetle suile, il n'y a plus de diffieulté i extraire une suite partielle ayant une limite
dans un cercle C, intérieur 4 . Celle limite, nécessairement harmonique, est un
¢lément de la solulion du probléme de Dirichlet, qui est définie ainsi par de lels
¢léments & la fagon d'une fonction de variable complexe.

Pour I'étude aux frontitres, je me suis servi [68] de ce que j'ai appelé des fone-
tions barriéres. Soient D un domaine, F sa frontiére, f(x, y) les valeurs donndées
sur elle, A un point de F. Soient ¢(x, y) et J(x, ¥) deux fonctions harmoniques
dans D, égales en A & J, et telles qu'en toul autre point de F on ait

(o, ) < Sl y) < $(x, ¥);

% et & sont deux fonctions barridres en A. On peut évidemment assujetlir les fone-
tions des snites minimisantes 4 rester comprises entre g et 4, et par suite, si elles
ont une limite, cette limite est conlinue en A et y prend bien la valeur donnée. Or,
il est facile de construire des fonctions barritres en un point A pour une fonciion con-
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linue [ quelconque, si l'on sail lrouver une fonction harmonigue dans D qui atleigne
sa borne inférienre en A, et en A seulement.

Celle remarque permel de lrouver trés rapidement des conditions fort larges
pour l'existence de la solution du probléme de Dirichlet; cela n'est guére intéressant
dans le cas du plan, car la premitre méthode indiguée va aussi loin que possible,
mais celu est utile au contraire dans le cas de I'espace.

M. Zaremba a appelé mon attention sur les difficultés qu'on rencontrait si 1'on
essayail d’appliquer ma premitre méthode aun cas de 'espace. Aprés avoir tenlé en
vain de vaincre ces difficultés, aprés avoir obtlenu, par la méthode des fonctions
barridres, des conditions pour 'existence de la solution, non encore publiées, qui,
bien gu'extrémement larges, ne sauraient &lre comparées o celles données par la
premidre méthode dans le cas du plan, je me suis demandé s'il n'existait pas & cet
égard une différence essentielle entre le cas du plan et celui de 'espace. C'est ce qui
a lieu en effel : fandis que l'on peut dire que le probléme plan esl loujours possible, il
y a, dans le cas de lespace, des données lrés simples pour lesquelles les problémes de
Dirichlel el de Riemann sonl impossibles.

Je n'ai pas encore développé mes conclusions, que je n'ai données que dans une
Note trés succincte [31]. Seit OA, un segment de longueur unité dont la substance
alliranle a, en chagque point P, une densité égale & OP. Les surfaces équipolen-
tielles, qui enlourent OA, passenl par O pour V1.

Considérons le domaine formé par les points M pour lesquels on a OM<1
¢t V<{a. Lafronliére de ce domaine ne conlient qu'un vrai point singulier, l'origine;
elle conlient bien la ligne singulitgre OM =1, V=2, mais une pelile modificalion
du domaine la ferait disparaitre. De sorte que notre domaine D est toul 4 fait com-
parable au domaine qui serait engendré par la révolution d'une cardioide autour de
son axe; eh bien, pour ce domaine, les problémes considérés sont impossibles pour
des valeurs f(P), données aux fronliéres, aussi simples que ()= 0P! Cela, d'aprés
le théoréme sur les fonctions barriéres. :

Il existe alors bien une fonction F(M) bornée dans D, continue sauf en O,
harmonique 4 l'intérienrde D, égalea f(P) en loul pointde la frontiére sauf en O;
mais cette fonclion est disconlinue en O. Si l'on prend une suite I, F, ..... i
minimisanie pour lintégrale de Riemann, et si celle suite est convenablement
choisie, elle tendra bien vers une limite & U'intérieur de D, mais celle limite sera la
fonction F(M), disconlinueen O.

Calcul de la solution du probléme de Dirichlet. — Toute démonstration d'exis-
tence fournit, théoriguement, un procédé de caleul; d'autre part, tout prociédé de
calcul devient, pratiquement, illusoire dés que les données ne sont plus trés parli-

.culiéres; pourtant il y a licu de metlre & part les procédés qui donnent des dévelop-

pements en série de la solution.
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Pour toutes les fonctions f(M), harmoniques dans un cercle G(R, ), de rayon R
et de centre P, on a :

sy=—g [ [ sonay.

Cette égalité exprime le théoréme de la moyenne de Gauss; on sail que, si elle
est vraie dans tout C(R,P), quels que soient K et P, et si J admet certaines
dérivées, réciproquement f(P) est harmonique. Bien des Mathématiciens, des Mathé-
malticiens italiens en particulier, se sont demandés si I'on ne pouvait pas conserver
au théoréme de Gauss toule sa valeur de propriélé caractéristique des fonclions
harmoniques en faisant le moins d’hypothéses possible sur f et sur les C(R, P).
Jai apporté ma contribulion & ce genre de recherches, indirectement; en me servant
uniquement de U'égalité de Gauss pour le calcul d'une solution du probléme de
Dirichlet, je montrais que cette égalité, avec U'interprétation que je lni donnais, était
carnctéristique des foncltions harmoniques. Mes raisonnements supposent la pos-
sibilité du probléme de Dirichlet anlérieurement démontrée; j'ai attiré l'altention
[28, 38] sur l'intérét qu'il y aurait & prouver directement le théoréme de Gauss : les.
calculs que je vais indiquer fourniraient alors, en méme te'mps, la plus simple des
preaves de lexistence de la solution du probléme de Dirichlet.

Soient D un domaine donné, P un point de ce domaine, K(P, M) une fonction
positive qui, pour P fixe, ne dépend gue de la distance PM, qui devient nulle
quand PM surpasse la plus courle distance de P A la frontidre de D, et dont I'in-
tégrale, ¢tendue & D, égale 1. Alors le théoréme de Gauss appliqué & toute fonc-
tion harmonique dans D, donne

[P = f _/D‘ K (P, M)S(M)dM.

C'est 12 une équation de Fredholm, homogéne et singuli¢re, car K(P, M) peut
devenir infini pour P tendant vers D. Elle ne peut servir, i 1a fagon de I'équation
classique, & résoudre le probléme de Dirichlet, puisqu’elle est vérifiée par toutes les
fonctions harmoniques dans D elle équivaut & I'équation de Laplace et ne carac-
térise pas une solution de cette équation, puisque les valeurs f données sur la
frontiére de D n'y interviennent pas.

Mais, partons d'une fonction f(M) prenant les valeurs données au contour et
appliquons-lui l'opération du second membre; nous trouvons une premidre
itérée f,(M), & partir de laguelle nous formerons successivement f,, f,, .....:ces
fonctions convergent vers la solulion demandée, supposée existante [58].

On peut assujettir K 4 des conditions moins restrictives; on peul aussi utiliser
de la méme maniére cetle autre forme du théoréme de la moyvenne dans laquelle on
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intégre sur une circonférence; I'emploi des intégrales de Stieltjés permettrait d'ail-
lenrs de réunir ces deux formes du théoréme. Le cas de I'espace se traite exactement
de méme,

On peut rattacher cette méthode anx remargues snivantes : Dans le cas des inté-
grales simples, il suffit souvent qu'une suite soit minimisante pour que les éléments
de celte suile aient au moins un élément limite, c'est, par exemple, ce qui se passe
dans le probléme des géodésiques; il n'en est plus en général ainsi s'il s'agit d'une
intégrale double el a forliori triple, puisqu'alors le probléme peut étre impossible ;
on a vu cela & I'oceasion des problémes de Plateau et de Dirichlet. 11 fant, aupara-
vant, faire subir aux fonctions de la suite une opéralion fournissant une seconde
suite minimisante, el c'est celle-ci dont les éléments ont au moins un élément
limite, lorsque le probléme est possible : par exemple, nous avons remplacé la pre-
miére suile par une suile de fonctions monotones dans le probléme de Dirichlet plan,
M. Zaremba a utilisé de la méme maniére le passage d'une fonction & sa premiére
itérée: cetle opéralion a comme effel de niveler en quelque sorte les aspérités locales,
et c'est pourquoi M. Boussinesq a aussi employé parfois le méme procédé,

L'opération a faire subir aux fonctions des suites minimisantes doit étre telle
qu'elle laisserait invariable la fonction solulion ; si, de plus, la fonction solution est
la seule qu'elle laisse invariable, il y aura des chances pour que la répélition de cette
opération, & partir d'une fonclion quelconque satisfaisant aux conditions aux limites
du probléme éludié, conduise & la solution du probléme. Clest pourquoi litération
par les formules de la moyenne élait tout indiguée. Une autre opération indigquée
pour le probléme de Dirichlet consiste, le domaine D élant la somme de domaine D,,
i modifier la fonction J successivement dans les divers D,, une infinité de fois, de
fagon 4 la rendre chaque fois harmonique dans 1'un des D,. J'ai montré [73] que
cette opération réussit; c'est la méthode alternée de Schwarz ou la méthode du
balayage de Poincaré, suivant les cas.

Questions géumétriques' et analytiques.

Problémes non réguliers. — On sait que, lorsque un probléme est régulier
positif, au voisinage de toute fonction on en peut trouver une autre donnant une
valeur plus grande 4 la fonctionnelle dont on étudie la variation; la seule question
qu'on se pose alors, dans le calcul des variations, est de savoir si la fonctionnelle
a un minimum. J'ai en plusieurs fois l'occasion de rechercher, au mnimire, le
maximum d'une fonctionnelle régulidre positive ou, inversement, le minimum d'une
fonctionnelle réguliére négative. On est bien certain A I'avance que, si ce maximum
ou ce minimum est atteint, ce sera pour une fonction située aux frontiéres du champ

M4 ]
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fonctionnel envisagé, Mais ces fonclions frontiéres forment encore une famille tris
vasle; elles dépendent elles-mémes de fonclions arbilraires et, par suile, la remarque
précédente ne résout pas la question. Pourlant, dans les quelques cas que l'on traile
ordinairement, le probléme se raméne facilement 4 une question d'algébre; car I'on
peut alors démontrer que la fonction solution doil vérifier, pour toutes les valeurs
des variables, I'égalité qui monlre que cette fonction est une fonction frontiére du
champ; en d'aulres termes, il sullit d'étudier la fonclion au voisinage d'un guel-
congue de ses points pour pouvoir reconnaitre quelle est une fonction frontiére.

Mais les champs que j'ai é1é conduil 4 examiner ne sonl pas définis & la facon
habituelle, et, pour cette raison, je n’ai pu m’appuyer sur la conclusion précédente
encore que, de la solution méme des problémes, il est apparu, aprés coup, que cotte
conclusion élail encore exacle,

Jai dit, au Chapitre Il, que javais cherché quel est le maximum de la valeur
absolue de la somme des m premiers termes de la série de Fourier d’une fonc=-
tion f(x) de module inférieur & 1. La recherche de ce maximum g(m) est un pro-
bléme non régulier; le maximum est atteint pour une fonction disconlinue égale en
tout point (ou au voisinage de toul point, car la fonction extrémale n'est définie
gqu‘aux points d'un ensemble de mesure nulle prés) soit a 1, soit & —r. J'ai recherché
aussi le maximum du coeflicient de Fourier a,, par exemple, pour toules les fonc-
tions satisfaisant & la condition de Lipschitz (10); il est atteint pour une fonction
représentée par une ligne brisée dont tous les cotés font avec oz l'angle maximum

compalible avec la condilion de Lipschilz. Le maximum de a, est f‘f Jai trailé

moins complétement les problémes analogues relatifs aux diverses classes G, C', C",
C", C"; je me suis contenté de tronver 'ordre de grandeur du maximum [15].
Une question étudiée par M. Bricard, et antérieurement par M. Jung, m'a con-
duit & nouveau & ce genre de recherches. M. Bricard, considérant loutes les figures
planes, par exemple, dont le plus grand diamétre ne surpasse pas une longueur
donnée D, déterminait quel est le rayon du plus petit couvercle circulaire capable
de recouvrir chacune de ces figures. J'ai d'abord [34, 62] repris la démonstration
de M. Bricard de fagon & I'élendre au cas d'un espace & un nombre quelcongue de
dimensions; me bornant ensuile au cas du plan, j'ai traité la question comme il
suit : soit I une des figures planes considérées; je montre qu'on peut considérer F
comme lout ou parlie d'une figure @ & laquelle on ne peut ajouter de points sans
gque son diamétre surpasse D. Une lelle figure @ est limilée par une courbe con-
vexe ' & laquelle, parallélement & loute direction, on peul mener deux tangentes
dont la distance est D; ce sont les orbifornies de largeur D, déjh considérées par
Euler. Or, si C est le plus pelit cercle contenant une orbiforme I' et si son rayon
est o, le cercle concentrique et de rayon 2D — g est le plus grand cercle inlérieur
4 1", el, enfin, le cercle concentrique de rayon D est celui de tous les cercles qui,
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dans une correspondance par tangentes paralléles avec I, donne la plus petite valeur
possible pour le maximum de I'écarl entre les langentes correspondantes, Celte plus
pelite valenr est  —I; pour avoir le maximum de g, il faul donc chercher le
maximum de cette plus pelite valeur. Or, il suflit de prendre, pour représenter I,
les coordonnées polaires tangentielles avee lesquelles on étudie tonjours les courbes
convexes, pour que le probléme se formule ainsi : f(z) étgnt la fonclion qui définit I',
quelle doil élre f(z) pour que sa meillenre approximation possible, ai sens de Tcheby-
cheff, par une suile de Fourier d'ordre un, soit aussi grande que possible ? Celle ques-
tion est du type de celles qu'il faudrait résoudre si I'on voulait, dans les queslions
d'approximation dont il a été question au Chapitre 11, ne pas se borner & des calculs
d'ordre de grandeur, mais si I'on exigeait des limiles exactes. Il est d'ailleurs effec-
tivement possible de caleuler ces limites, an moins lant qu'il s'agit de 'approxima-
tion par des polyndmes de degrés trés pelits on par des suiles.de Fourier d'ordre
trés petils.

Jai résolu la queslion pré::éﬂcnic, ol la fonctionnelle & étudier est d'un type
tout nouveau, car elle n'esl pas exprimable par une intégrale; Uorbiforme minimi-
sanle est formée de trois ares égaux de rayon D formant un triangle équilatéral
curyiligne.

Probléme des isopérimétres. — J'ai en l'occasion [87] d'exposer, en la simpli-
fiant quelque pen, et en lui donnant une portée plus générale, 'originale méthode
par laquelle M. Hurwitz démontre le théoréme des isopérimétres grice & l'emploi
des séries de Fourier. L'étude des orbiformes m'a conduit de nouveau & ce théo-
réme.

Les arbiformes de largeur D onl toules pour longueur =D; ce résullat est dil
4 Euler; il est alors naturel de se demander quelle est celle de ces orbiformes qui
a la plus petite aire et quelle est celle qui a la plus grande aire. Par un méme rai-
sonnement élémentaire [35, 62], j'ai démontré que le maximum de l'aire est obtenu
pour Porbiforme équilatérale et le minimum pour I'orbiforme circulaire. Ce dernier
fait résulterait du théoréme des isopérimétres, mais mon raisonnement démontre
en méme temps ce théoréme. Je construis la courbe cherchée, dans I'un et l'autre
cas, en déterminant successivement ses langentes paralléles a cerlaines directions,

par exemple, paralléles & toutes les directions %11: les nombres f; étant rangés

dans un ordre déterminé. Je montre qu’il faut, chaque fois qu'on en est arrivé a la
détermination d’une tangente, choisir cette tangente comme s'il s'agissait de rendre
maximum ou minimum l'aire du polygone que I'on va ainsi former; faute de faire
cela, le « mangque 4 gagner » vers le maximum ou le minimum ne se raltraperait
jamais. L'étude des orbiformes m’a conduit & résondre ou & poser d'autres problé-
mes de minimum ou de maximum pour des fonctionnelles qui ne rentrent pas dans
les types classigues. M. J. Pil a étudié 1'un d’eux.
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Dans I'une des séances d’analyses de mémoires que M. Hadamard a organisées
au Collége de France, 4 I'occasion d'un intéressant travail daus lequel M. Tonelli
étend la démonstration, donnée autrefois par Schwarz, de la propriété de minimum
de la sphére, autant que le permet la définition générale de l'aire que j'ai formulée,
j'ai indiqué la méthode par laguelle j'élais arrivé au méme résultat. Je n'ai pas
encore publié celle méthode.

1l s'agit de trouver, parmi tous les corps ayant le méme volume, quel est celui
dont la surface a la plus pelite aire. Soient §,, §5,, ..... une suite de surfaces
minimisantes; il faut transformer cette suite en une autre qui soit minimisante et
convergente. Pour cela, si,-sur une paralléle X & oz, 8, découpe des segments de
longueur totale 2{, je prends sur X les deux points situés & la distance ! de ox;
ces points décrivent T,. De T,, je passe & U, oy remplaganl ox; puisde U, 4 V,,
oz remplagant ox. La suite des V, est minimisante et convergente; elle tend vers
une sphére..

Jai étudié d’autres généralisations du théoréme des isopérimétres. Si, sur une
surface fermée 8 d'aire A, on recherche la courbe de plus petite longueur enfer-
mant une aire a, on trouve en méme temps celle de plus petite longueur gqui
enferme A —a. Ceci m'a conduit [36] 4 me demander comment il faut ch-::isir
des courbes, pour qu’elles soient de longueur lotale aussi petite que possible,
et qu'elles délimitent sur le plan, ou sur une surface donnée, p domaines dont les
aires a,, @,, ....., a, sont données. Supposons la surface analylique; on sait alors
4 'avaunce que les courbes sont des cercles géodésiques, et I'on n'a i résoudre qu'un
probléme d’algébre. On arrive aux propositions suivanles : En aucun point il ne
passe plus de trois cercles géodésiques fronliéres; en un point ol passent Lrois fron-
litres, elles se conpent sous rao?, et leurs trois cercles de courbure géodésique en
ce point ont deux points communs.

Au lien de traiter le cas de courbes sur une surface analylique, on peut étudier
le cas de courbes tracées sur un polyddre. En développant le polyédre sur le plan,
on voit que I'on a alors affaire & un probléme plan. Le cas du tétraédre régulier
{(comme celui des tétraédres donl les arétes opposées sont égales) est particuliére-
ment simple et donne des résultats élégants parce que le développement du tétraédre
peut se poursuivre indéfiniment sur le plan de maniére qu'a tout point du plan cor-
responde un point et un seul duo tétraddre. :

Le fait ciue les courbes frontiéres se coupent sous 120" ne provient pas de ce que
les aires sont données; au lieu des aires, on se serait donné les valeurs de n'importe
quelles intégrales élendues anx domaines considérés que la méme propriété aurait
subsisté. Elle provient tout simplement de ce que le point O, pour lequel la somme
des distances aux trois sommels d'un triangle ABC est minimum, est tel que 0A,
OB, OC font entre elles 120, si O n'est ni en A, ni en B, ni en C. J'ai eu ainsi
l'occasion d'écrire, sur ce vieux probléme élémentaire, un article [83] qui contient
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speut-&ire quelques idées nouvelles; j'ai appelé, en particulier, 'attention sur le parti
qu’on pouvait tirer de la remargque évidente suivante : i a est sur OA entre O et A,
et si de méme b est sur OB, ¢ sur OC, O donne aussi le minimum de la somme
des dislances d'un point aux sommelts du triangle abé; par suile, ce que 'on a A

trouver quand on s¢ demande le minimum de OA + OB + OC, c'est une configu-
ration de Lrois demi-droites OA, OB, OC.
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ANALYSIS SITUS - j}E'{}Ii-IETR!E - TRAVAUX DIVERS

. Analysis Situs.

Bien que je n'aie publié que tout récemment un travail de gquelque étendue sur-
celle partie si importante et si peu étudiée des mathématiques, je m'y suis toujours
intéressé depuis que la préparation d'une legon d’agrégation sur le théoréme d'Euler
relatif aux polyddres me I'a en quelque sorte révélée. Au moment ol je sortais de
I'Ecole Normale, I'attention des jeunes gens élait d'ailleurs atlirée sur cet important
sujet par le cours d’analyse de Jordan, par les legons de M. Picard sur les fonclions
algébrigues et par le premier mémoire de Poincaré qui venait de paraitre. Je me
permets d'indiguer deux remarques qui m'ont été suggérées par la lecture de ce
mémoire.

8i I'on considére une variété polyédrique & p dimensions, etsi a, %, ., .....
gont les nombres des éléments & p,p—1, ..... dimensions de celle variélé, on a,
si p est impair : i

N= b

+:‘p—=_“"'=l)p—!_P o —P,;

les P, étant les nombres de Betti de la variété. C'est le théoréme d'Euler, généralisé
par Poincaré. Si I'on s'appuie sur I'égalité des nombres de Betti équidistants des
extrémes, on en conclut N=o. La seconde démonstration, donnée par Poincaré,
du théoréme d’Euler est inattaquable; mais, 4 cause des objections failes par
M. Heegaard & la démonstration de I'égalité des nombres de Betti équidistants des
extrémes, on ne peut pas conclure N=o. Or, jai remarqué que l'on pouvait trés
simplement prouver que N=o el, par suite, avoir une premiére relation entre les
nombres de Betti; pour p=3, cetle relation P,—P, =0 prouve 1'égalité des
nombres de Betli.

En effet, par une transformation par polaires réciproques convenable, transfor-
mons notre variété V en une variéte V'; entre les « et les ' relatifs & ces deux

variétés, on aura o, =2/, o, =a', ..... ,» car la transformation est tangentielle:
Mais modifions trés peu V de fagon & avoir une variété non polyédrique, la transfor-
mation devient ponctuelle et P, =P/, P,=P/, ... ... La propriété est démontrée,
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‘Dans son second mémoire, Poincaré utilise des polyédres qu'il appelle polyédres
réciproques et qui ont entre eux, au point de vue de 1'Analysis Situs, les mémes
relations que V el V.

Des idées de Riemann el Belli, il est possible de déduire d'aulres invariants que
-les nombres de Betli. Soit, par exemple, une variété V a trois dimensions ayanlt un
nombre de Betti P,=p, ce qui veut dire qu'il existe p—1 surfaces S, S, ....
Jdinéairement indépendantes. Elles ont des nombres de Betti ¢,, g,, ...... Les 5
sont trds largement indéterminées, donc aussi les ¢;; mais, si 'on choisit les §; de

facon que la somme des ¢, soil minima, ces g, sonl délerminés : ce sont p —1
invarianls.

Invariance du nombre des dimensions d'un espace. — Rien ne parait plus clair
-et plus simple que la notion du nombre des dimensions d'un espace; lorsque Cantor
eut montré qu'on pouvait élabliv une correspondance univoque entre les points de
deux espaces quelconques, il fallut bien reconnaitre que celte clarté n’était qu'appa-
rente. Weierstrass appela I'altention de M. Liiroth sur U'intérét qu'il y aurail & prouver
qu'on ne peut établir une correspondance qui soit & la fois, dans les denx sens,
continue et univoque entre les points de deux espaces & m et p dimensions (p == m).
C'est celle proposition qui constitue le théoréme sur I'invariance du nombre des
- dimensions,

M. Liiroth a démonlré ce théoréme pour p=1, etaussi pour p=3 lorsque
.m=21 ou 4. Ce n'est qu'en 1911 que le théoréme a été complétement démontré
par M. Brouwer. A l'occasion de la publication du travail de M. Brouwer, j'ai
indiqué [66] le principe d'un raisonnement permettant aussi d’établir ce théoréme;
jai développé récemment [60] la démonstration. Elle est basée sur une remarque
trés simple : supposons que l'on divise le plan en pelils domaines, en petits poly-
gones par exemple: il y aura nécessairement des points communs 4 3 de ces
polygones et, si ces polygones sonl convenablement choisis, il n'y aura pas de point
~commun A plus de 3 polygones. 11 en serait ainsi, par exemple, dans le cas d'un
pavage hexagonal du plan. Opérons de fagon analogue pour I'espace ordinaire, nous
trouverons alors des points communs & 4 polyédres. Le nombre 4 remplace le
nombre 3; il y a 14 une dilférence essentielle entre les deux espaces considérés, a
deux el & trois dimensions. Celle remarque, convenablement formulée, fournit la
démonstration du théoréme d'invariance, non seulement lorsqu'il s'agit de comparer
“deux espaces, mais aussi si I'on compare deux vari¢tés frontires, par exemple la
frontiére d'une partie du plan avec la frontiére d’une partie de 'espace ordinaire.

La méme remarque m’a permis de prouver une proposition formulée depuis long-
temps par M. Schoenfliess et, pour cetle raison, dénommée théoréme de Schoenfliess;
si I'on établit une correspondance univogue et conlinue entre les poinls de deux
.domaines ayant le méme nombre de dimensions, les points intérieurs se correspon-
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dent entre eux, ainsi que les points frontidres. Celte propriélé est capitale pour la.
théorie des fonctions implicites, comme I'a trés justement montré M. Hadamard,

Dans une Note des Comptes rendus [57] non encore développée, j'ai indigué
d’autres démonstrations du théoréme d'invariance en rapporl avec la proposition
connue sous le nom de théoréme de Jordan.

Le théoréme de Jordan. — Jordan a démonltré qu'une courbe fermée partage le-
plan en régions; la propoesition générale est que toute variété fermée & n— 1 dimen-
sions, située dans un espace & n dimensions, partage cet espace en régions.

On savait bien que cette proposition, le théoréme d’invariance et le théoréme de-
Schoenlliess étaient intimement liés; M. Baire avait méme publié 4 ce sujet un
article trés suggestif. Mais le théoréme de Jordan paraissail aussi difficile A prouver
que les autres; on ne voyail pas, en particulier, comment on pourrait raisonner par-
récurrence. C'est pourtant par récurrence gue j'ai prouvé le théoréme, mais grice &
une récurrence différente de celle que I'on cherchait et qui n'a été possible pour
moi gque parce que j'ai considérablement élargi la proposilion &4 démontrer.

Considérons dans l'espace E 4 n dimensions, deux variétés fermées V et V,
a p et g dimensions, p<ln, p+g=n—1. Soient V' V' deux variétés voi-
sinesde V , V_ et polyédrales: il pourra arriver que l'on puisse, par déformation
continue, réduire V' & un point sans traverser V '; il se pourra, au contraire, qu'il
faille traverser V' « fois. 81 « estimpair, nousdironsque Vet V_ sontenlacées.
Voici maintenant I'énoncé que je subslitue a celui du théoréme de Jordan : Si, dans
lespace E,, on a la variélé V,, p<=n, on peul toujours trouver une variété V
enlacée avec elle.

Pour donner & cet énoneé toute sa porlée, il faut convenir qu'une variété V, est
constituée par deux points. Alors le théoréme est évident pour p=o; par récur-
rence, on s'éléve de p=o0 & p=n—1; le théoréme de Jordan est précisément
éqﬁivalent i I'énoncé précédent dans lequel on a fait p—=n—1.,

Cet énoncé est d'ailleurs intéressant au méme titre que son cas particulier: le
théoréme de Jordan. Tandis que celui-ci est lié 4 la notion de période polaire des
intégrales étendues & des variélés & n — 1 dimensions de l'espace & n dimensions,
I'énoncé général est lié de la méme fagon & la notion de période polaire des inté--
grales multiples d'ordre 2 — 1 les plus générales.

Depuis ma Note, le théoréme de Jordan a été démontré aussi par M. Brouwer
avec ce complément important : il n'y a que deux régions. M. Brouwer a étudié la
notion de variétés enlacées que j'ai introduite; M. Antoine a utilisé cette notion.
dans sa si remarquable Thése. '

n—{p-+i)

Les courbes de Peano. — On appelle ainsi les courbes qui remplissent un domaine:
et dont le premier exemple est di & M. Peano. I'ai en plusienrs fois 1'occasion de-
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définir de telles courbes; j'ai employé une définition arithmétigue trés simple qui
réussit lorsqu’il s’agit d'an espace & un nombre gquelcongue de dimensions [87] ou
méme d'un espace & une infinité dénombrable de dimensions [61]. C'est en vue
d’applicalions que j'ai donné ces exemples; car si, avant moi, il semble gquon ait
regardé les courbes de Peano seulemenlt comme une monstruosilé mathémalique,
jen ai fait un instrument {de démonstration. Elles m'ont servi, par exemple, &
passer du théordme de Borel sur les intervalles an théoréme analogue pour les divers
espaces, & passer du théoréme de Baive pour les fonctions de classe un 4 une
variable. au méme Lhéoréme pour les fonctions de plusieurs variables, & donner des
exemples de fonetions des diverses classes de Baire et de fonclions échappant &4 la
classification de Baire, & passer de la dérivation des inlégrales définies des fonctions
d'une seule variable i la dérivation des intégrales mulliples. Maintenant, gedce & la
notion d'intégrale de Stieltjés, ces passages de I'intégration simple aux inlégralions
mulliples seraienl beancoup plus faciles encore. '

On s'explique aisément que la considération de ces courbes puisse étre ulile,
car M. Peano a été conduit & définir une courbe remplissant un domaine par les
réflexions suivantes : d'aprés le théoréme d'invariance, on ne peat établir une cor-
respondance ponctuelle entre une droile et un espace qui soil & la fois conlinue el
univoque dans les denx sens; mais cela est-il possible lorsque 'on n'exige la conti-
nuité et 'univocité que dans un sens? Les courbes de Peano donnent une réponse
affirmaltive & cetle question; elles établissent ainsi, entre une droite et un espace,
une correspondance aussi parfaile, au point de vue de I’ Analysis Situs, qu'il est pos-
sible; el c'est pourquoi elles m'ont, dans bien des queslions, permis d'alténuer les
différences entre les espaces ayant des nombres différents de dimensions.

La correspondance entre une droile el un espace est imparfaite parce que les
courbes de Peano onl nécessairement des points multiples; j'ai recherché & quel
ordre de multiplicité minimum on pouvait réduire ces points. J'ai montré [60] que,
s'il s'agit d'un espace & n dimensions, une courbe remplissant un domaine a néces-
sairement des poinls multiples d'ordre n + 1 el peut élre choisie de maniére & ne
pas. avoir de points d'ordre supérieur 4 n + 1. Ainsi, une courbe remplissant un
domaine D de I'espace ordinaire a nécessairement des points au moins guadruples
dans toule partie de D dans un domaine plan intérieur & D, il n'y a peut-élre pas
de points quadruples de la courbe, mais il y a nécessairement des poinls au moins
triples; ﬁlll'- Loul augmcln'l, intérieur & D, il ¥y a des points au moins doubles de la
courbe,

Surfaces applicables.

Les Surfaces applicables sur le plan. — Dans cerlains livres de géométrie élé-
menlaire on apprend aux enfants comment il faut plier une feuille de carton pour

11
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construire les divers polyédres réguliers. Clest & ces livres que j'ai immédiatement
pensé lorsqu'on m'a démontré, pour la premiére fois, que les surfaces applicables
sur le plan sont toutes des surfaces développables. Le désaccord apparent entre cet
énoncé et l'existence méme de 'art du carlonmnier s'explique de suile : un polyédre
esl une surface non analytique et possédant des lignes singuliéres; dans la recher-
che des surfaces applicables sur le plan on ne s'occupe que des surfaces régulires
ou méme analytiques. Cette remargue faile, je n'ai plus pensé & la question; mais
elle m’est revenue i la mémoire quand j'ai lu le Chapitre de la Thése de M. Baire
consacré 4 la recherche de toutes les solutions de l'équation p=g. Je me suis mis
alors & rechercher loutes les surfaces correspondant point par point 4 une portion
de plan, la correspondance conservant les longucurs pour toules les courbes,
qu'elles soient on non des surfaces développables. J'ai lrouvé des surfaces applica-
bles sur le plan, au sens que je viens de dire, el qui ne soni pas des développables;
cerfaines sont réglées, d'aulres ne le sonl pas el méme ne conliennent aucun segment
de droile [42, 8). L'application conserve aussi les aires. .

Soient f(1), g(0), k(L) trois fonclions A variation bornée dont la variation lotale
dans (t,, 1,) est égale & |1, —¢,|, quels que soient ¢, et {, la transformation

X = f(z), Y=gy, 4= h(z),

fait correspondre & toute surface, lieu d'un point m, ¥, z, une surface S, lieu
de X, Y, Z. Ces deux surfaces sont applicables, au sens indiqué plus haut de la con-
servalion des longueurs. En prenant pour 5 un plan ou une développable, on a donc
des surfaces applicables sur le plan. En particulier, en prenant f(z) =z, g(y) =1y,
et pour h(z) toutes les fonctions possibles, on transforme tous les ednes de révolu-
lion autour de OZ en toules les surfaces de révolution qui sont applicables sur le
plan.

8i l'on imagine que les génératrices d'un tel cdne s se réfléchissent sur un
plan z=z, au lieu de le traverser, on aura une premiére transformée s, de s. Si, de
méme, on fait réfléchir certains segments des génératrices de s, sur un plan =z,
on a une autre transformée 5. La répétition indéfinie de ces réflexions, suivie dun
passage a la limile, est un autre procédé pour lrouver toules celles des surfaces
solutions qui sont de révolution. Ce procédé montre qu'on pourrait, de facon ap-
prochée, réaliser matériellement ces surfaces tout aussi bien que s'il s'agissait d'une
surface conigue ordinaire.

Toute développable analytlique est une solution de notre probléme; mais il est
bien remarquable gqu'un cylindre, un cbne, la surface formée par les tangentes &
une courbe gauche ne sout pas nécessairement applicables sur le plan. J'ai déter-
miné les conditions que doivent remplir ces surfaces pour étre applicables sur le
plan. Jai donné des exemples de surfaces réglées, dont les génératrices enveloppent
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une courbe gauche, qui ont un plan tangent le long de chaque génératrice el qui,
pourlant, ne sonl pas applicables sur un plan.

Le probléme des surfaces applicables, de la géométrie des surfaces, a été évi-
demment suggéré par la considération des déformations matérielles; pourtant, dans
la plupart des déformations physiques, il y a modification des longueurs; il s'agil
alors d'un probléme appartenant a la théorie de 1'Elasticité. Traitant I'un de ces
problémes, M. Hadamard observe que le feuillet moyen d'une lame primitivement
plane satisfait approximativement aux équations qui définissent les surfaces analy-
tiques applicubles sur le plan, et il se demande si ces surfaces sont nécessairement
voisines des développables analytiques. Sans prétendre, par la, répondre & cette
question, j'indique gu'en toul cas, le feunillet moyen est voisin d'une surface appli-
cable sur le plan, analylique ou non.

Récemment, M. Gambier s'est inspiré de mes recherches pour étndier cerlaines
surfaces applicables sur le paraloloide.

Théoréme de Cauchy. — La transformation du paragraphe précédent permet de
déformer une surface queleconque prise en totalité; an contraire, lorsqu’il s'agit de
déformaltions analytigues, elles ne s'appliquent le plus souvent qu'a une partie de
la surface; c’est ainsi qu'on ne peut déformer le plan pris en entier qu'en cerlains
cylindres. M. Weyl, généralisant un résultat relatif & la sphére, a démontré que
deux surfaces analyliques convexes fermées, applicables en totalité 1'une sur l'autre,
sont égales ou symétriques. Cauchy avail pronvé que deux polyédres convexes fer-
més ayant des faces égales et disposées de la mé&me manidre sont éganx ou symétri-
ques. Je rapproche ces énoncés parce que je suis persuadé qu'il y a un théoréme &
trouver qui les contiendrait tous denx comme cas particuliers.

La démonstration de Cauchy présentait une lacune qui n'avait jamais pu étre
comblée. En réponse & une gquestion posée par M. Hadamard dans I'fnlermédiaire
des Mathématiciens, j'ai exposé deux procédés qui permeltent d’achever la démons-
tration [64]. L'un d'eux repose sur des constructions de polyédres; l'autre, que
M. Hadamard a introduit, légérement modifié, dans la plus récente édition de sa
Géomélrie élémentaire, ulilise les égalités mémes gui servaient & Canchy.

Géomeétrie.

Géométrie infinitésimale. — A l'occasion de ma seconde Thése, j'ai remarqué
gu'un mode de transformation des surfaces minima, considéré par M. Goursat,
définissait une transformation de contact de l'espace, et je me suis demandé, inver-
sement, quelles étaient les transformations de contact les plus générales qui faisaient

n*
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correspondre A toute surface minima, une surface minima [20]. Ce sont celles consi-
dérées par M. Goursat; ces transformations sont tangentielles. A une transformaltion
par figures semblables prés, elles se définissent ainsi : une surface minima X, étant
arbitrairement choisie, on [ait correspondre au plan P, le plan P' paralléle & P,
équidistant de P et du plan [l paralltle & P et tangenl & X,.

Si l'on prend pour X, une surface paralléle 4 une surface minima, on a la trans-
formation de contact la plus générale n'altérant pas la famille des surfaces paralléles
anx surfaces minima.

Mannheim, éludiant les rapports entre la surface des ondes el une certaine
famille de quadrigues homofocales, avait prouvé incidemment que si, par une tan-
genle variable i une ligne de conrbure d'une quadrique ), on méne des plans
tangents & des quadriques ,, Q,, ..... homofocales & (3, on a un faiscean de
plans de grandeur constante, M. Bricard a montré que la méme propriélé est vraie
pour les langentes aux géodésiques de Q et qu'il s'agil donc lh d'une des inter-
prétations de la relation de Joachimsthal. Aprés avoir exposé les résultats de
Mannheim [72]. j'ai démortré la propriété de Mannheim-Bricard par un petit
raisonnement de géométrie infinitésimale consistant & chercher dans quels cas la
variation dun certain diédre est nulle. On prouve en méme temps le théoréme de
Joachimsthal sur les développées des courbes ganches.

M. Bricard a signalé un autre mouvement & deux paramébtres dans lequel tous
les plans d'un certain faiscean enveloppent des quadrigues; la démonstration élémen-
taire de cetle propriété peut étre oblenue, en quelques lignes, grice 4 la considé-
ralion des triangles sphériques [68],

Dans le Cours sur la partie géomélrique du programme du Certificat de Calcul
dilférenticl et intégral, que j'ai professé & la Sorbonne pendant dix ans, j'ai eu l'oc-
casion d'introduire bien des démonstrations; les principales concernent les pro-
priétés des développées des courbes gauches et le théoréme de Lancret; la conser-
valion, dans application des surfaces, des géodésiques, de la courbure géodésique,
de la courbure totale; le théoréme de Meusnier el d’Euler sur la courbure en un
poinl d'une surface.

Géométrie algébrique. — Je me suis toujours intéressé & la géomélrie algé-

brique. C'est ainsi que, dans ma premitre année d'Ecole Normale, j'avais osé me
poser des questions de la diflicnlté desquelles je ne m'étais pas rendu comple el qui
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n'ont &té résolues que tout récemment par les savants travaux de M. Severi. Il est
inatile de dire que je n'ai obtenu aucun résultat, pourtant je me rappelle avoir
prouvé que la classe minimum d'une courbe de degré n est bien celle que 'on pou-
vail prévoir, savoir le plus pelil entier v tel que v(v— 1) égale n ou bien soit au
moins égal & n 4 2. S'il s'agit de courbes unicursales, cette plus pelite classe est le

plus pelit entier au moins égal A 2 + 1.
2

Je me suis occupé & plusieurs reprises des polygones de Poncelet [3; 37 39].
Sur ce sujet, j'ai éerit un mémoire de géométrie pure, assez ¢lendu, dont 'impres-
sion aux Annales de Toulouse a é1é retardée de plusieurs années par les difficultés
de la crise actuelle. Mon but principal a été d’attirer I'attention sur le beau travail
dans lequel Cayley écrit, sous forme de déterminants, les conditions d’existence des
polygones de Poncelet.

Ces résultals ne sont guére connus en France: peut-8tre & cause des quelques
notations symboliques que Cayley emploie, mais sans doute surtoul parce qu'il sort
du domaine de la géométrie analylique, en utilisant le théoréme d’Abel on plutdt le
théoréme d'addition des fonctions elliptiques. Aussi ai-je tenu & arriver aux énoncés
de Cayley en restant dans 'ordre des idées qui sont familidres i tout ancien éléve de
Mathématigues spéciales. [l m’a parn d'autant plus intéressant de faire connaitre ces
énoncés qu’ils sont 'origine des déterminants & I'aide desquels on écrit la formule
de multiplication des fonctions elliptiques. Tout cela est d'ailleurs la généralisation
immeédiate et naturelle de la remarque qui permit & Hermite d'obtenir la formule
d’addition des fonctions elliptiques en exprimant que trois points d’une cubique
sont en ligne droite. Dans les raisonnements de Cayley, la cubique qui intervient
n'est liée & la question qu'an point de vue analylique: j'ai tenu & avoir une image
géométrique nette, et voici I'une des formes auxquelles je suis parvenu : Supposons
qu'il s'agisse d’étudier les polygones de Poncelet inscrits dans une conique € appar-
tenant 4 un faisceau ponctuel F et circonscrils A des coniques C,, C,, ..... dece
faisceau. Soit A un point situé sur’ C et sur I'un des colés du triangle autopolaire
commun 4 toutes les coniques de F. De A, menons des langenles a ces coniques,
le lieu des points de contaclest une cubique A ; nous représentons chagne conique C,
par deux points A, et B, de A, savoir les points de conlact des tangenles a G
issus de A. Ceci étant, la condition nécessaire el suffisante pour I'existence des poly-
gones de Poncelet est que les points A, A,. ..... forment, avec le point A pris
un nombre convenable de fois, lintersection compléle de A et d’une courbe
algébrique.

Pour arriver & ce résullat, j'ai utilisé la théorie de la résiduation de Sylvester;
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on pourra opérer de méme dans tontes les questions ot les fonctions ellipliques ne
sont utilisées que comme intermédiairves entre relalions algébriques; car la théorie
de la résiduation permel U'dtude des syslémes complets de points sur une cubique,
done I'élude des systémes d'éguations algébriques dont les solutions peuvent &tre
individualisées par I'emploi des fonctions elliptiques.

On sait que la question des polygones de Poncelet a conservé guelque chose de
myslérieux tant gqu'on n’a pas mis en évidence le rdle des polygones repliés. La
considération de ces polygones ne suffit pourtant pas pour le cas oli I'on considére

plus de deux conigues. Supposons que l'on ait un polygone A A, ..... A, inscrit
dans C et dont les p cilés sont tangentsd G, C,, ..... appartenant avec C & un
" méme faisceau F, en des points M,, M, ..... ona:
AM, AM, AM
Lt L LB — o q.
MA, " WA o ks
Je dis que le polygone est circonserita G, C,, ..... ou leur est tangent suivant

que, dans le second membre, on a 4 1 on — 1. Le théoréme de Poncelet est alors le
suivant : §'il existe un polygone circonserit, repli¢ ou non, il en existe une infinité.

D'autre part, quelles que soient C,, C .. il existe toujours un nombre fini de

Al 8
polygones tangents; dans le cas ot G, C,, ..... sont identiques, ces polygones
sont tous repliés.

Chasles a montré que si l'on considére les polygones de Poncelet & p cilés, cir-
conscrits & une ellipse et inscrits dans des ellipses homofocales, ils ont tous méme
longueur. Cet énoncé n'est pas projectif; on le rend projectif en le généralisant :
S'agit-il de polygones circonscrits & une conique C et inscrits dans des coniques
apparlenant & un faisceau tangentiel contenant C? Il suffira de prendre pour absolue
une conique de ce faisceau pour retrouver I'énoncé de Chasles. S'agit-il de polygones
inscrits dans O el circonscrits 4 des coniques d'un faiscean ponctuel contenant CP
Il suffira de prendre pour absolue une conique du faisceau pour que tous les poly-
gones aient méme aire. Les deux ¢énoncés peuvent étre employés simultanément
lorsqu'il n'y a que deux coniques; si, de plus, la ]Dngu.cur (ou l'aire) est réelle, on
pourra la considérer comme solution d'un probléme de maximum ou de minimum
ainsi que 'avait fait Chasles.

M. Monlel m'avail posé la question suivanle : Quel est le nombre maximum de
diamétres rectilignes que pent posséder une courbe indécomposable de degré m?
J'ai montré [18] que ce nombre est m, si m est impair, et m + 2, si m est pair;
sauf quelques exceptions pour les petites valeurs de m. Pour obtenir ce résultat,
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_Jai recherché quelles étaient toules les dispositions possibles de diamétres des
courbes algébriques, ce qui conduit & une application assez élégante de la théorie
des groupes finis de rolations attachés aux polyédres réguliers. Il y a dix disposi-
tions de diamétres : cing d'entre elles comportent une infinité de diamétres et ne
conviennent qu'd des courbes décomposables en droiles et en coniques; les cing

-autres ne contiennent qu'un nombre fini de diamétres, nombre variable pour les
deux premitres dispositions qui correspondent aux groupes diédraux, mombres
-égaux respectivement & 1o, 18, 30 pour les trois dernitres, qui sont données par
les groupes du cube et de I'icosaédre. On forme facilement les équations des courbes

-admettant ces diamétres; on sait dire quelles sont les dispositions de diamétres

possibles pour les courbes indécomposables d'un degré donné ou d'une classe
donnée.

J'ai exposé [7T4] les curieux théorémes de Miquel et de Clifford sur les systémes
de points et de cercles gqu'on peut associer aux syslémes de droites d'un plan.
Peul-&tre suis-je le premier & les avoir démontrés analytiquement et de fagon trés
simple. A la suite de mon article, M. Giraud s'est aussi occupé du théoréme de
Miquel.

Travaux divers.

Vers 1907, les Professcurs de Mathématiques spéciales s'étaient mis & rechercher
des raisonnements lenr permettant de démontrer que les six conditions classiques
sont suffisantes pour 'équilibre d'un solide, et cela sans faire appel 4 des axiomes
Aels que celui-ci : On peunt appliquer & un corps deux forces égales el de sens con-
traires sans changer son ¢tat de mouvement ou de repos. Maurice Lévy avail imaginé
I'un de ces raisonnements el 'avait méme indigué dans le programme d’admission
-4 I'Ecole centrale comme démonstration eén quelque sorte officielle. J'étais alors
Examinateur d’admission & cette Ecole, chargé précisément de la mécanique. Les
Professeurs se déclaraient enchantés de la démonstration de Maurice Lévy; jeus le
tort de leur montrer qu'elle ne serait suffisante que pour qui admettrait cette énor-
mité : les forces intérieures restent les mémes quand les forces extérieures varient.
Ma critique arriva jusqu’aux oreilles d’un Directeur de Revue qui releva vertement
L'erreur, sans dire, et d'aillenrs sans savoir, gui l'avait apergue., Nous avons ensuile
_reconnu, lui et moi, qu'il n'y avait eu entre nous qu'un Professeur interposé.
Dans l'article ot il reproduisail mon objection, I'Auteur déclarait péremploires
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des démonstrations qui ne 'élaient nullement. En voyant tant d’hommes éminents-
et avertis se tromper, j'ai cru utile de reprendre la gueslion, sans ajouler rien a ce
qui était connu auparavant, mais que toul le monde, semble-t-il, oubliait. J'ai
alors [67, 78] rappelé qu'il élait illusoire d'espérer arriver 4 la démonstration que
I'on cherchail; que pour affirmer qu'il y a équilibre, en s'appuyant uniguement sur
les équalions de la dynamique, il faut posséder des renseignements non seulement.
sur les forces qui sont appliquées au solide lorsque celui-ci occcupe la position
étudite, mais aussi sur celles qui agiraient sur lui s'il s’en écartait. V'ai précisé quels
¢laient les théorémes qu'on pouvait démontrer et j'ai prouvé qu'ils suffisaient pour
I'étude des machines simples. M. Mouthon faisait de son cdié quelques observations.
analogues aux miennes. :

Ces arlicles sur la mécanique avaient donc surtout un but pédagogique; c'est
dans le méme but que j'ai fail connafitre des résullals pen connus et susceplibles de
fournir des énoncés d'exercices [69, 70, 71]: que j'ai signalé de curieux lieux singu-
liers remplissant tout U'espace [40]; que j'ai formulé mon opinion sur les program-
mes d'Arithmétique et d’Algébre [79], dans une note présentant celte originalité
gqu'on y voit un Professeur de Malhématiques demander nne réduction des pro-
grammes de Mathématiques. J'ai publié une étnde déja assez compléte des courbes
épicycloidales [80], courbes trop pen connues & mon avis : je vais plus loin quon
ne le fait ordinairement dans I'étude du degré, de la classe, des singularités pone-
tuelles el tangentielles de celles de ces courbes qui sont algébriques. Deux aulres
articles d'ordre pédagogique sonlt cenx que j'ai consacrés anx angles polyddres [81, 82];
j'y insiste sur une propriété d'analysis situs trés importante el trop pen remarqudée :
les points réels d'un plan projectif on, ce qui revient au méme, les droites de
I'espace passant par un point fixe forment une variété unilatére.

Je pourrais encore indiquer, comme ayant un caractére pédagogique, les deux
Notes suivantes, dans lesquelles je me proposais de mieux faire comprendre certains
résultats. 1l y a deux fagons d'aborder 1I'étude des équations de Fredholm ; ou bien
on écrit la formule de résolulion en se laissant guider par des analogies avec la
théorie des équations linéaires et on en vérifie ensuite I'exactitude; ou bien, par un
passage & la limite, on transforme les résultats obtenus dans le cas des équations
linéaires. Au lien de ne parler que vaguement des relations entre les deux gquestions,
on précise les liens qui les unissent. M. Goursal avait indiqué une méthode de pas-
sage 4 la limite; je me suis intéressé & cette méthode que j'ai quelque peu simplifiée
tout en étendant le champ de son application [14].

M. Volterra, grice 4 la notion de fonctions permutables qu'il a introduite, a
formé et a résolu toute une clagse d'équations fonetionnelles, par analogie avec les
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procédés de formation et de résolution des équations algébriques. J'ai pensé qu'ici
encore on devait pouvoir élablir un lien étroit entre les denx ordres de questions;
en elfel [16], les équations fonctionnelles et leurs solutions sont les Lransformées,
par une opération bien déterminée, des équations algébriques et de leurs solulions.
Ceci donne de nouvelles démonstrations de certains résultats et permet méme de les
préciser.

Cetle remarque est analogue 4 la suivantle gue j'ai faile dans mon enseignement
4 I'Eeole Normale : on n'altribue généralement 4 la notation des invariants, due
i Clebsch et Aronhold, qu'une valeur symbolique; or, on peut la considérer comme
une nolalion algébrique ordinairve des invariants, 11 suffit de remarguer que loule

il

forme f peut &tre représentée par PP, ..... P, +0Q,0Q,..... L8 e, i v les
formes ainsi mises en évidence élant tontes linéaires, et gquun invariant de [ est
un invariant des formes linéaires P, Q,, ..... . Si méme on s'appuie sur le théo-

réme de Waring, on peut suivre pas & pas, en constatant gqu’elles ont une significa-
tion algébrique précise, les diverses opérations de la théorie ordinaire, lesquelles,
d’habitude, n'ont gu'une valeur symbolique.

L'enseignement i I'Ecole Normale conduit souvent & donner des indications,
telles que celle qui préciéde, que I'on n'a pas le temps de développer soi-méme.
C’est ainsi que j'avais expliqué comment 'on pourrait abandonner la méthode clas-
sique d’exposition de la théorie des séries enliéres, basée sur le théoréme d’Abel, et
partir du théoréme de Cauchy-Hadamard. Dans un aclicle récent, M. Flamant a
trés habilement mis en cuvre mes suggestions.

Jai dit mon opinion sur des questions d'enseignement et sur des problémes
mathématiques dans diverses analyses [23, 24, 25, 27] comme aussi dans ma legon
inaugurale an Collége de France [84]. Dans celle legon, consacrée surtout a I'histo-
rique de la chaire de Mathémaliques, j'ai fait une étude de I'OEuvre de Georges
Humbert, et, parlant des travaux de Camille Jordan, j'ai essavé de montrer gque la
place qu’y occupaient les raisonnements synthéliques m’autorisait & me prétendre
le disciple de cet illustre Savant.
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